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ou bien t opére Sur {a,b} et t' opere sur {

g(a) = 2
g{b) = € m\\
g(c) = b

m_ Hm a,b,C = 1d.

Posons ¢ -

Alors t' = @ t

. 1 Soit g € 6,
G dans aﬁ. G est d'¢ dre n

3. Soit ¢ un homomorphisme de

o(g") = e(1d) =1

. c : ofs) C U.
donc ¢(g) est racine =_;amam_am 1. Don .

o

¢t =g tg, donc e(t') = ﬁﬁmvrf,ﬁﬂuﬁamv = ¢(t)

| . "} = = 1. Comme
e e en e 7t transposition e(t') = e(t) =1

toute pe .--.
v t' transposition, olt') = - 1s

1, felt?) = 1), alors
€.

ou bien e(t) = - :
tions engengrant G, ¢=

Q » les transposi

<.

_ Montrer que G,
e des substitutions de {1, <. w__pu 5} o
ient aucun gd1ément d ordre 12.

pothése non stupide 2 priori

g d'ordre 15 (hy

SUpposg
puisqgue 15 divise 120).

DegZomposons

g en produit de cycles :

-
"
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les ma. commutant deux a deux.

L'ordre de g est alors le PPCM des ordres des
ces cycles qui est d'ordre 3, un autre d'or
il y a donc au moins 8 &léments dans 1'e emble sur lequel G opére, ce qui

est absurde.

” 41 y a donc au moins un de
5. Les cycles étant disjoints,

Remarque : On montre de cette iére que le plus petit groupe symétrique

contenant un élément d'ordreg/l5 (ou méme un SOUS—groupe d'ordre 15 : 1ls sont
cycliques) est mm.
=16 [ [
1.S0it z un complexe de module 1. Montrer que :
11+ z] 21
ou
. 11 + 22| > 1
_ 9.$0it z un nombre complexe de module 1 différent de 1. Montrer que :
¢ i
dM >0, wvn € N, | Yz' | <M
0
La majoration est-elle uniforme en z ?
1. Faisons un dessin :
f Si z appartient & la partie non-

hachurée du cercle unité
lz + 1] 21

A
b

AR
\ s/

|z + 1] < 1

11 faut donc voir ce qui se pro-
duit quand z est pris dans la
partie hachurée. Précisément,

écrivons :

z = m.ma o e [0,21]
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La partie non hachurée est : {z = md.m. 0 & _uma dm 1} _. 17 lI

T T

Résoudre 1'é&quation :
|1 + 2|2 =2+ 2 cosé

(l-iz,n _1-ia

: 2m 4 :
S m.m mdm_.ud ’ nommv...w » donc |1+ 2z|2>1 . Siz est dans 1a partie | 1 +12 1+ 12 L

...........

hachurée, i1 y a un seul espoir, c'est que |1 + z2| » 1.

Ona : z? = mmﬂ.m. et 26 € aa. ox Cc'est-d-di 21 : .
h.u. 31 dire que cos28 > - 5 . | Si z vérifie cette équation 1 = 12 ost 1'une des n racines n-i2mes de
Alors |1 + z%|2 = 2 + cos20 > 1 | 1 - 1 1 + 12 . . £ 1 - iz
. g'..._.nﬁ.w. . On est donc amené 3 étudier précisément 1'inverse de 2 — 5 y7—37 -
4 |
2. On a : | o a - _
=1 .mN - .—...
no. .+l n+1 | f (z) =
_MN.__Hi. Z _...mn_.ll.-u.l_h_l% 2 7z + 1
0 1 -z |1 - z| 11 - z| W : 1 - ia i
w Fixons a. Alors les racines n-iémes am.ﬂlﬂlﬂm. forment un polygone régulier
| /11 - ia de centre O
On peut améliorer cette majoration (qui est trés importante dans 1'é&tude des W sur le cercle de rayon T+ 1a "
séries entiéres). | |
| Ce sont donc les intersections de n demi-droites avec ce cercle.
Si ¢+ z = md.x_ _
{

Déterminer les n solutions revient & calculer les transformés du cercle et des

-1

: : . demi-droites par f . |
1 - N+l 1 - ot{ntl)x m*A=+Hvx\mAm-dA=+Hvx\m - ol(n+1)x/2 n demi p

)

.’.

Sauf, dans certains cas particuliers, ces transformés sont des cercles. On a

1 -~ 2 ]l - mdu mdx Amldx _ max V
maintenant dit le minimum qu'il fallait dire . On peut préciser les formules

sin (n+l)x/2 analytiques. &n posant : |

*
|
__
sinx/2 “ 1 - ia _ 5 mmm
|
M
|
|

_ iz
1 + 1a
Donc : il vient :
1 - "™ 1 iB+k ™
| | < — | DH\= e N n ot
1 - 2 | sin » | Z = i - >
i<+ k &~ |
nH\= e N n + 1

On a donc des domaines dans lesquels on a une majoration uniforme, ce sont les

{z = m._x- X € _H.-,:u.:“— - _“..xo.xo”:
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Un cas intéressant est celui de p = 1. Alors a = - tg w.

6 km

z = - tg Amm.+.4ﬂ_ k=0, ....,n~-1

On peut continuer 1'étude & 1'infini : que se passe t-il quand a est imaginaire
pur, de module 1, décrit une strophofde ...?

I-18

Trouver z € ¢ pour que :

- le triangle z, 2%, z? soit rectangle, équilatéral, ait son centre
de gravité en 0.

- Les points 1, z, z%, z? soient cocycliques.

1. - IV y a trois possibilités:angle droit en z, 2%, z°.

- On exprime que les vecteurs représentés par les complexes a et b sont
orthogonaux, par la proposition équivalente : °® mqmmw imaginaire pur".

+ 1,

- On exclut d'emblée les cas z = 0, z

* Triangle rectangle en z. On a alors :

2° -z z(z-1)(z +1)

otl AER

H
H
-t
ol y

2% - 2 z(z - 1)

z =~1+ Ai (A € R)

(I1 n'y a pas de vérification & faire puisqu'on procéde par éguivalence).

- -

L P .
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* Triangle rectangle en 22> . On a alors :

23 - 2% 2%z - 1)

— — = =-2=A1 ol X € MR
z -z z(1 - 2)

La condition est
Z = A (A € R)

(Remarque : on vérifie facilement sur cet exemple la propriété bien comnue :
AH? = - BH . TH).

* Triangle rectangle en z3. On a dans ce cas :

z® - 23 z2%(1 - 2) Z
— = = = y..m hv» = Ev
z -z z(1 - 2z)(1 + 2) 1 +2
[l vient :
_ =A%+ M =
2T ‘ER
Remarque : dans les deuxr premiers cas, on obtient des droites comme ensem- L
bles. Dans le troisiéme cas, il 8'agit du transformé de la droite y'Qy par
u

L 'homographie \— -7 ° elest done un cercle qu'on peut déerire :
on trouve l'équation facilement (x* + y® + x = 0), ou alors on remarque qu'il

est facile de déerire ce lieu par :
< + 1 _11- A2 _ 1 2A
Z2°ZT+xx  »» YE7TTxT
et en posant :
A=ty
1l vient :
X +.m.um.nom a . y = $in a
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Enfin, et c'est mi - :
y f o ¢c'es Hﬁmﬁu on remarque axmno et -1 sont dans le cercle (0 pour “ 3. Le triangle z, 2%, z? a son centre de gravité en 0. Si et seulement si,
= 0, - our A = o ' ]
TP % et on forme Ty dont l'argument est toujours z+2* +2°=0. 11y a donc deux possibilités non triviales : z = j et
égal 4 t ¥ s C€ qui prouve que I décrit le cercle de diamétre 0, -1, . .2

Z=1]

[T

T Tt e e
' bR .

L TER
S GRciR i,

Attention & un détail dans ce qui précade : les valeurs particuliédres de .
A (0,=) correspondent aux valeurs particulidres de z(0,:1). W_ 4. Quatre points distincts a, b, ¢, d sont cocycliques, ou alignés, si, et
seulement si, le birapport de ces quatre points est réel ;:

2. Pour exprimer que le triangle z, z?, z® est équilatéral, on exprime

d'abord qu'un des angles au sommet est de + + : a-¢c.b-c¢ R Arg = Apq D - C
_ 3-d- % <-4 & Id. 95 -4 (modulo )
3 3 .. a

YR SR

J—

e moEL

z3 - 22

ou -Aj? (» € RY)

R
"
)
N
H
'
ot
-

< a, b, c, d cocycliques ou alignés

il

b *opl ] hﬁ b
N
I
N
M

. Pour 1, z, 2%, z? i1 vient (en supposant z # 0, 1, -1, j, §?) :
On reporte maintenant cette valeur de z dans 1'équation qui exprime qu'un

autre des angles est de H‘m." M 2° -z 2% -2
" € R
_ 3 2 -1 22 -1
m Z° - 2
_ - - - _ *2 .
3 ._ 2
D'ol quatre cas : | AN * “: & R
e _ : 22 +z+1
L+di=-uj , 1+ =-pj
L 1402 = -uj . 1+ A2 = -uj? '3 1, z, 2%, z? sont coclycliques ou alignés si z est racine d'une &quation de
Biing la forme z> (1-r)+2z(2-r)+(1-r)=0 (re R).
T -
wmwwmw PTutdt qu'exprimer : [ JEETS
wwmwww e mwmwwmanm équation du second degré admet
v b | j= - m.+ ; V3 E wwﬁwﬂwﬂw_amm racines réelles pour 0 < r < m. Les points 1, z, 22, z? sont évi-
Pude s | i 3 HWwa maamaa alignés, ce cas ne nous intéresse pas.
. E s i .__mm racines complexes pour r 0, W_ On remar
et remplacer, il est bon de tout exprimer en fonction de 1 et j qui consti- nam \a ..wsw LA P ﬁ_m I _ Snardue que nmm 2_2 :Mu w
o A Sigasont de la forme sont = == ).
tuent une base de € sur R. On a alors immédiatement : 3 _wuwwﬁ@wmﬁm_ a ont de module 1 puisque a = ¢ A = )
L+AJ = impossible

............
- T, AL
........

l+Aj=-pj2=+u+yuj ,doncr=pu=1, z = j 3
‘s Z° coclycliques. On vient de voir que 1, z, 22, z® coclycliques

1+ Aj2 = ~uj, donc (1 - A)=Aj = -uj, donc A =m =1, z = j? .qmw,_ | = ‘ensemble cherché est le cercle unita.
. . . . LT 5 > dans to
1 + Aj2 = 1] impossible i us8 ces problemes, avant toute chose, 1l est bon de chercher
- i.wmm. Cela gquide la recherche, permet de verifier qu'on ne fait pas
. 3 RN et comme '
Il y a donc deux solutions : z = j, et z = j au probléme. ; E on vient de le voir, permet d'éviter des études imutiles.
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