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Approﬁimat ions rationnelles Proposé par M.Lafforgue au lycée Blaise Pascal (2004-2005)

1) a) Montrer que si (n + 1) réels appartiennent & [0, 1], il en existe deux au moins dont la distance est <4 =,
b) Soit z € R. Montrer que pour tout n € N*, il existe ¢ € {1,2,...,n} et p € N tel que |gz — p| < .—
Indication : Pour t € R, on pose frac(t) =t — E(t). Considérer les frac(kz), avec k € {0, 1, ..., n}.

c) On suppose z irrationnel.
. . 1
Montrer qu’il existe une infinité de couples (p, ¢) € N? tel que 0 < |gz — p| < .-

yer e : .
2) Montrer qu’il existe une infinité de valeurs g € N* telles qu’il existe p € Z vérifiant lf — -—' s--'—z"

\/§ P

Démontrer (par ailleurs) qu’il existe une constante K tel que

L

Probléme de Sophie Germain.
On se propose de prouver qu’il n’existe pas de triplet (z,y, 2) € Z° tel que
3nedivise paszyz et z°+y3+23=0

On suppose désormais par I’absurde qu’il existe un tel triplet.

a)-Montrer qu’on peut supposer pged(z, ¥, z) = 1, c’est-a~dire que z, v, z n’admettent aucun diviseur premier commun,

et que dans ce cas, z,y, 2 sont deux 4 deux premiers entre eux.

b) Montrer qu'il existe deux entiers a et r tels que

3 2 3

et 2 —-yz+y2='r

y+z2=a
Etablir ’existence de deux entiers bet ctelsque z + y = 3 et z + z = b3.
c) Montrer que si m n’est pas divisible par 7, alors m? est congru 4 1 ou —1 modulo 7.
En déduire qu’un et un seul des trois entiers z,y, z est divisible par 7. On supposera que c’est z.
d) Etablir successivement les congruences suivantes, toutes modulo 7 : '

B+t —a®=0et a=0 ety=c’ et r°

Obtenir une contradiction et conclure. \ \U/

= 3y*

Folygones inscrits dans le cercle unité et & coordonnées rationneﬂés.

On note Z[X] ’ensemble des polyndémes P = D_k=0ax X" dont les coefficients a; sont des entiers relatifs.
1) a) Montrer qu'il existe dans R[X] une unique suite de polynémes (Pr)nen telles que

Vz € R F,(2cosz) = 2¢cosnz
Soit 7 > 1. Donner une relation entre FPrn1, X P, et Poyq.
b) Montrer que, pour n > 1, P, est unitaire, de degré n et a coefficients dans Z.

2) a) Soit z une racine rationnelle d’un polynéme P € Z[X] de degré n > 1 et unitaire. Montrer que z € Z.

Indication : Poser z = E avec (p,q) € Z x N, en supposant p et g premiers entre eux.

b) Soit un réel 8. Montrer que si § € 7Q et si cos(f) € Q , alors cos@ € {-1,-3,0, 2, 1}.

3) a) On note C le cercle unité du plan euclidien R2.
Vérifier que les points & coordonnées rationnelles de C forment une partie dense dans C.

Indication : On pourra exprimer ¢* en fonction de tan(%).

Terminologie : On dit qu'une suite de points (Mp)nen de R2 converge un point M de R? ssi les suites de leurs
coordonnées convergent vers les coordonnnées correspondantes du point M.

b) Déterminer les polygones réguliers (convexes) & n sommets de centre O inscrits dans C, ol n > 3, dont tous les
sommets sont & coordonnées rationnelles.




