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Exercice 1

On considere ’équation différentielle (E):
a:z(l —z2)yY' —z(1+z)y +y=0.

T
z—1

1. Montrer que la fonction $:z+— est solution de (F) sur chacun des intervalles ot elle est définie.

2. On pose y(x) = z(z)¢(z). Déterminer 1’équation (E') vérifiée par z.
3. Intégrer ’équation (E’).
4. Résoudre (F) :

(a) sur ]—o00,0[, ]0,1[, ]1,+o00]

(b) sur ]—oo0, 1.

(¢) sur ]0,+oo].

In(1+h)~h 1 In(l+h)—h+5
Onpomautlhserm——-hz—-————-z- eti{l-ﬂ%)——_T__=§
(d) sur R

Exercice 2

1. On note C Pensemble C U {00} oll oo est un symbole qu’on lit ”infini”.
On a les opérations suivantes :

¢ a+00=00+a=008ia# oo
® b.oo =00.b= oomb#o

= ()

1
.-—-
o0
o 1

= OQ.

O

On note H I’ensemble des fonctions de C dans € . de la forme I:

~az+b

avec ad —bc # 0, (a,b,c,d) € C* pour z € C

(a) Montrer :

° sifEHethHalorsfoge'H
o IdeH
o tout élément de H est leectlf et que sa remproque est dans 'H

(b) On note f; la fonctmn déﬁme sur O par fg (z) = 1

Montrer que tout élément f de H peut s’écrire sous la forme s o footout est une translation et
s une similitude directe.

2. Que]le est la fomie 'géométrique de ’ensemble des points d’affixe z tels que :
|2 — p| = kl|z — ¢

oukcRy-etps#£q?
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3. Quelle est la forme géométrique de I'ensemble des points d’affixe z tels que :

argz:g=¢ ]

oup#Fqr?

4. Montrer que si | |
VPeR, A+Be?+Ce =0
alors A=B=C=0. '
1
5. (a) On veut construire le point d’affixe . A partir du point d’affixe 2.
e Donner une construction géométrique de 1’image du point d’affixe z dans I'inversion de centre !

O et de rapport —1

(on pourra utiliser le cercle circonscrit & un triangle).

1

e Donner une construction du point d’affixe .

(b) Quelle est I’ image par fo :
e d’une droite passant par O 7
e d’un cercle de centre O 7
e d’une droite ne passant pas par O 7 P
e d’un cercle passant par O 7 !
e d’un cercle ne passant pas par O 7

Exercice 3 |
On appelle polygone simple tout polygone de R? qui vérifie que deux c6tés non consécutifs ont une intersection ,

vide.
On note P V’ensembles des polygones simples de R? dont les sommets sont dans Z°.
Si P est un polygone de P, on note :

o A(P) l'aire de P

e B(P) le bord de P, c’est & dire la réunion des cotés o‘
¢ Z(P) Vintérieur de P, c’est & dire P — B(P) g \4,\"’ v

o b(P) = card(B(P) NZ?), c’est A dire le nombre de points & coordonnées entiéres dens-Hirterfeur de P

\
e i(P) = card(Z(P) N Z?), c’est A dire le nombre de points & coordonnées entiéresw S A \‘.. w\'«e Co

1. Soient A = (a1,a2) et B = (b1,b2) deux points de Z? tels que O, A et B ne soient pas alignés. On note
- T le triangle OAB et P le parallélogramme OACB ou C =0 + OA + OB.
Montrer que les propriétés suivantes sont équivalentes : ,.

a) i(T)=0etb(T)=3
() 570w D) - 4
c) {O +uDA +vOB, (u,v) € Z2} = Z?

) lai1be —a2bi| =1

&) AT) =1
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2. Si P et Q sont deux polygones simples dont V'intersection est un segment non réduit & un point, on
note £ + @ le polygone simple construit en prenant la réunion de P et de Q ( voir la figure).

Soient (a, 3,7) € R3 et f la fonction définie sur P par :
f(P) = ai(P) + Bb(P) + .

On dit que f est additive si pour tout couple (P, Q) de polygones simples tels que P + Q soit défini,
on ait : f(P+ Q)= f(P)+ f(Q) .
Montrer que f est additive si et seulement si 8 = 5 et v= —u.

3. Soit T un triangle vérifiant 1’'une des propriétés du 1). Montrer que

A(T) = i(T) + %b(T) 1.

4. Montrer que la formule précédente est vraie pour tout triangle.

5. On veut montrer que la formule est vraie pour tout polygone de P. Pour ce faire, nous allons raisonner
par récurrence sur le nombre de sommets. On suppose donc le résultat vrai pour un polygone d’au

plus n — 1 sommets { n > 4) et on considére un polygone & n sommets.
(a) Montrer que la formule est vraie lorsque le polygone est convexe

(b) Traiter le cas général. |
(On pourra utiliser I’ enveloppe convexe de P, c’est & dire la plus petite partie convexe de R? qui

contient P.)
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