©On note F l’ensemble des fonctions -de R -dans R ‘et L le- sausdensemble de F formé des fonctions lips-
chitziennes.
Le but du probleme est de chercher les fonctions F' de £ telles que :

_ Ve R, F(z) - AF(z+a)=f(z) (1)
ol f est une fonction de £ donnée et @ et X deux réels non nuls donnés.
| 2 \
- Partie I Question préliminaire = '- .
Soit F € F et vérifiant (1). Montrer que pour tout € Ret tout neN* on'a’:

n—1 /

F(z) =X"F(z +na) + Z‘ Nf@+ka) )
k=0 "

L. st e rm————

et L
F(z) = X"F(z — na-) -—A

Partie IT Propriétés des fonctions ']ipsch.it:iiennes

1. Montrer que £ est un sous-espace vectonel de .7-' ‘

2. Soit f € F dérivable. Montrer que f € II si et Se _

3. Soient f et g da.ns L et bornées. Montrer que fg e_[,” | | - -

4., Soit f € L Montrer qu’il existe (4, B) € (Ry)? tels que
VieR, ]f(a:)! < A|:1:| + B.

5. Scnt fe IE' On suppose qu’il existe M > 0 tel que

V(z,y) eR?, 0 <z — "y < <1- = lf(:v) f)l < Miz —yl. : o

"o *-.t:;-.t- .
S s+ ST

Montrer que f € L. S "‘ .

—_
- Am— o we= -

- Partie I1I Quelques résultats sur les séries
Les résultats de cette partie pourront étre admis et utlhsés par la suite

Soit (u,) une suite réelle. On rappelle que la série de terme général u,, notée Z uy, est convergente si la

) k>0
suite (S,,) définie par :
Z i
k=0
est convergente. _ o
Dans ce cas, on note Z U la limite de la suite (Sn) o ' ‘

k=0

1. (*) Montrer que si la série de terme général |u,| est convergente alors la série de terme genera.l (tn)
est convergente.

2. On considere ue série de la forme Z( 1) u; ot la suite (un) est positive décroissante et tend vers 0.
k>0

(a) Montrer que la série Z( 1)"‘ us est convergente. ( On pourra con31derer les deux suites (53,,) et

k>0
(S2n-+1)) .
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(b) Montrer quesin € N,on a :
| +00
lsﬁn — Z(_l)kukl < _uﬂn-l—l

et - , _ o
|32n+1 — Z(—l) u| < < ‘uzn *%, .
- _ k=0 L
Partie IV Etude de (1) pour |)\| # 1. ‘L’L“ *1
1. On suppose dans cette question que IA[ < 1.
_ -

(a) Montrer que. la série Z kIAE est. convergente._( On pourra considérer %)

k>0 L - |
(b) Soit z € R, montrer que la série Z )\"" _f (.'z: + ka) est convergente. 3

k>0
(c) En déduire qu’il e;aste une et une seule fonctmn F € L vérifiant (1) et que F est donnée par :

V:EER F(:v) Z/\"f(a:—l-na)

(d) i Onprend f=f1 ou fi est d"' V:c & R , (:z:) = 1. Montrer que f1 € E et determmer

ii. Méme question avec f fz ou fé est deﬁme par Vz € R f (z) = cosz. On montrera que Fy
est donnée par : R . o
PN co&a:-—-—/\cos(:n—a). (L
R . F T i ————————————— A —————
V:ue. ’2(:8) 1 —2Xcosa+ A?

2. On suppose dans cette question que [A] > 1.
(a) Soit z € R, montrer que la série Z /\""" f (x — ka) est convergente. |
k207 - ;:.
(b) En déduire qu’il existe une et une seule fonctlon F e [, vérifiant (1) et que F est dcmnée pa.r :

-
et et e

T

(¢) Déterminer la fonction F' corresp andante dans les deux cas suivants :
i. f est la fonction définie sur R par Vz € R , f(z) =1
: ii. f est la fonetion définie sur R par ¥z €R, f(z)= coss.
Partie V Etude de (1) pour |X} = 1. -
. On Suppose dang cette question que X = 1. . '_ | ' o | | =
(a) Montrer que #'il existe F' € £ venﬁa.nt (1) alors f est bornée. - L
(b) Montrer, en:en: explicitant une qu’il ex]ste des. fonctlons Fe £ non ulles: venﬁant

V:BE]R“ F(x) — F(:J:—I—a)

{c) Soit F'€ L vérifiant (1) F est elle unique 7 ‘ - R
(d) On suppose dsns cette questmn que f est la fanctmn T > o8 T. |

- i. Sicesa 5 1, montrer qu’il existe une fonction F € £ vérifiant (1).
§‘ ii. Si @ = 27, montrer qu’il n’existe aucune fonction de £ vérifiant (1). .

2. On suppose dans ceﬁte question que A = —1.
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(2) Montrer, en en explicitant une, qu’il existe des fonctions F € £ non nulles vérifiant :
VeeR, F(z)+ F(x+a) = 0.

(b) Soit F' € L vérifiant (1). F est elle unique ?

(c) On suppose dans cette question que f est la fonction = s cosz.

1. 51 cosa # —1, expliciter une fonction F € £ vérifiant (1).

ii. Si @ = 7, montrer qu’il n’existe aucune fonction de £ vérifiant (1).

(d) On suppose dans cette question que a = 1 et f € £ est décroissante de limite nulle en +00,
dérivable & dérivée f’ croissante. - L

i. Montrer que la série Z(——l)k f(z + k) converge.
k20

[ —_— -

e L — ke

ii. Montrer qu’il existe une et une seule fonction F € £ vérifiant (1) et telle que lim F = 0
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