E3A 2001, troisi¢tme épreuve de maths

Partie I

—kt
7 est continue sur |0, +oof[. Au voisinage de 0, elle équivaut 4 -—-1—-, qui est

Vit

1
intégrable sur ]0, 1] et au voisinage de +o00, elle est négligeable devant rl qui est infégrable sur
(1,400[. Donc elle est intégrable sur |0, +oc0]. '

1. La fonction £ —

2. Le changement de variable u = vkt (C!-difféomorphisme de 0, +oof sur lui-méme) conduit 3

T
Jk —_— F
3. Analogueau l. : au voisinage de 0 - —}— et au voisinage de +00 ! 2e” =0 ( : )
. g . o ag 2 \/- ch t \/E, ag y \/E Ch ¢ ‘\/t- t2
4. (a) I suffit de remplacer ch¢ par sa définition, et de multiplier numérateur et dénominateur par
-t
e
(b) Sur ]0,+o0], €% < 1, donc
1 f k -2k
= —1)Fe 4"
3 (
l1+e=% &
Donc
” 1 +o0 i (_l)ke-—(2k+1)t " &
“Eh \&T v |

La série fournie par 1’énoncé n’étant pas absolument convergente, il n’y a aucune chance de
pouvoir appliquer le théoréme habituel d’intégration terme & terme sur un intervalle non borné.

On écrit, pourn € N :

too [ m o—(2k+1)t +oo [ +00 o—(2k+1)t
ik - | (z(_ )m / (z <'”"T) i

k=0 k=n+1
+00 o—(2k-+1)t too [+ , e~ (2k+1)t
S [ (e [ ).

| +oo [ +oo —(2k+1)t
lim D dt=0
[ 3 e

Il s’agit du reste d’une série alternée vérifiant le critére spécial, donc

t‘3--(:z:=+1)¢ e—(2n+3)t
> (W<
k=n+1
—t
On peut, ou bien utiliser le theoréme de convergence dominée en majorant encore par 9‘7.;:-, ou

bien écrire :



'.F"" F ._-‘"-'

qui tend bien vers 0 si n tend vers +oo.
En faisant tendre n vers +oc0, on obtient bien

_1\k
Z(—l) Jok41 = z s/(ﬁl—)l——l

n=0
5. La forme intégrale du 4.(a) montre, en écrivant 0 < e™*° <1, que
+oo ,—t too -t ]
Fr-wl wt<K<Eh W
donc )

- <K<l
5 <

On peut aussi utiliser la série alternée, mais c’est plutot plus lourd.

oo [ +oo —(2k+1)t +o0 | o0 —(2k-+1)¢

€ ;€
/ (1) —— ) dt| < / E (—-1) dt < Joni3 =
0 (k:-;ﬂ IR 0 |k=n+1 Vit

&
L
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Exercice 3 3 -

1°a) En passant en coordonnées polaires, f(z,y) = p* =% = e2=0»ns;
or lim plnp=20et 2cosd est bornée,

(=:¥)%(0,0) _

done, f(z,y) — 1= f(0,0) et f est continue en (0,0).

(m,y)i(o,{])
Comme d’apres les théorémes généraux de continuite,
f est continue sur R?\ {(0, 0)} on en déduit que f est continue sur R?.
=Inz? — —00:

f(z,0) — £(0,0) e*?** -1 zlnz?
p LA fBS = =

T x x - _ _
f n’admet donc pas de dérivée partielle par rapport a la premiere variable
en {0,0). - |

f(o’y)*f(o’o)—_-()———}o,
y—0

Y
f admet une dérivée partielle par rapport & la seconde variable en (0, 0)
égale & 0.

C) f(O: O) =1 et pour (:17, y) 71: (010) A
flz,y)=14+= (22 +9?) =1l o zin(z? +y*) =0
o { z =0 ou
r +y? =1
2°a) Soit g(z) = f(z,0) ;
g est continue sur R et dérivable sur R*;
Vz € R* ¢'(z) = (Inz* + 2) (2?)"

x) — g(0
_g_(___)_;_g_(_) T, 00 la. courbe de g présente donc

De plus,

I’on a vu ci-dessus que

une tangente verticale en (0, 0).
limg = 0 et limg = +00.
—0 + 00

b) Pour z € ]—%,0[, g(x) > g(0) = 1donc f(z,0) > f(0,0) : f n’admet
pas de maximum en (0, 0). )

1

Pour z € ]0, - [, g(x) < g(0) = 1donc f(z,0) < f(0,0) : f n’admet pas de

minimum en (0, 0).
/[ n’admet donc pas d’extremum en (0, 0).
3°) Pour (x,y) # (0,0) ,on a:
of 272 7,
@) = (@49 + ) fow) B e =

Les points critiques sont donc solutions de :

2y
T2 + g2

f(z,y).

1
ouy=0etz==L~-

12 +y2 c

Ce sont donc : (0,1),(0, —1), (-16-,0) et (--2,0) :
( ;1“&) Pour (z,y) # (0,0) et 2 > 0, f(z,y) = (2® +9°)" > 2= = f(z,0) =
g(z). | N

£(0,0) =12 ¢(0) =1
donc pour tout z 2 0, f(z,y) = g(z).
1

4 =0 r=0et y==£1
&

Or g admet un minimum en — ; on en déduit que f admet un minimum en

(to) |

b) f(z,0) =g(z) < 9(--2—) = f (—%,0) pour tout £ < 0 ;

d’autre part , zinz? — zln (z? +9°) =zln 5 2 0 pour tout z < 0.

4 +y
e

f admet donc un maximum en (—-l, O) :

5°) Soit h(z) = f(z,1) — f(0,1) =e(:1:2 +1)*~1;
21:2

h'(x) = (ln (2% + 1) + o 1) h(z) = k(z)h(x)

R(z) = —2—(1 + =),

T2 + 1 z2 4 1
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1° Les coefficients de A et de B étant tous positifs, ceux de AB le sont aussi. De plus, 1a somme des coefficients
de la i-2me ligne de AB s écntz za,,i,,b,;f = ZZa&bﬁ = Za& Zbu =1 ce qui montre que ABe S .

k=] juml k=] J=1

3 Jax]= sup J tan|$ s Va,ln|s smp ¥ o |xf=[x]
ie{l,...n km] IE{L.-.I km] ie{l...n Ex=]

4° Notons M = A - I, Les coefficients 'mﬁ de M vérifient z m; =0 ; par conséquent, les colonnes de la matrice

Jj=)

1
M sont liées et 1 est bien une valeyr propre de A . De plus, le vecteur | : | est propre pour la valeur propre 1.
]
5° Soit X un vecteur propre associé 2 A : alors AX = AX d ofAX| = jAx}=|Alx}<|x] & aprage. (pmme X
n' estpas le vecteur nuljA < | .
6° a) i) Puisque X € Ker(A-AI)?, Y e Ker(A—AI). En appliquant k - 1 fois A 3 I égalité définissan¥’ , il vient
Y= AX - AX
AY = A*X - AAX

multiplie la j-2me équation par 2*~/) on trouve, pour k21, A*X =A*Xx + pAt 'y
1i) Puisque [l, =1, la suite des vecteurs A*X est bornée, de méme que 1a suite des vecteurs A*X d' aprés
12 question 3°. La suite des vecteurs kA*'Y I' est donc aussi, cequin’ est possible queXi= 0.

11) I résulte de ce qui préceéde que Ker(A-AJ)? Ker(A—AI) ; comme I' inclusion mverse est évidente,
onal égalitéker(A-Al)® = Ker(A- ATy,
b) Montrons le résultat 3 démontrer par i'écm-rence Sur k. 11 est vrai pour k = 2. Admettons le pour k - 1 et soit
X € Ker(A~ A" et Y=(A-ADX ;  alors Y'e Ker(A-A1)"" = Ker(A- Al) d' ol
X € Ker(A—-AI)* = Ker(A—-AI) ce qui acheve la démonstration, I' inclusion inverse étant évidente.

Deuxigme partie



!r-& g e e T

 ap+l
1° a) Elk l}—l—l < 2 d' apred. 5°. Donc 1¢ Yy A -———90
P =0 1-4 pll— P k=0

b) Si X € Ker(A-AI), X =—):A*x—-;;—>0.
P -0

2°Si A est diagonalisable, tout vecteur X est somme de vecteurs propres, soit X = i X9  avec
i=}

AXD =2,X"  Alors X, ='£Xf)—’—_'_—>0.

i=l
3° a) En mettant A sous la forme (A—AI)+ Al et en remarquant que / commute avec toute autre matrice, on peut

k
calculer A* par application de la formule du binéme : A* =) C/(A-AD/(AD* = EC{ /‘I."‘"(A Al . Si

J=0 j=0

-1
X e Ker(A-AD)*, A'X = ¥ C{A/ (A-AD)' X
=0

b) On sait que pour k fixé, le coefficient du bindme C/ est maximal pour j= [-;—] (partic entiére) et

k(k-=1)...(k—-qg+2)
(g-D!
quantité, produit ' un polyn6me et d' une fonction exponentielle #dend vers 0 lorsque k — +co car |J. < ]j .

augmente lorsque j varie de 0 2 [1;-] .Doncsi k22¢g—-2, CiA¥ sC'AM = At Cette

c)Pour p2¢q, X ——-XA X+212C”/‘L‘t (A=A’ X . Lotsque p — +ro, lepremlcrtermcdecetle

D x-0 j=0 D kag

somme tend vers 0. De plus, il résulte de b) que —-t Ciat! = ——— ZC"A"" ————0 carla
llq q th

convergence d’ une suite implique sa convergence au sens de Cesaro. DoncX , — 0. -

4° a) Le théoreme de Cayley-Hamilton montre que P, est un polynéme annulateur de A. En supposant que les
A, sont deux & deux distincts, le théoreme de décomposition des noyaux affirme alors que

F=(§BKer(A—le)k") L‘%iKer(A —-A I)").D' aprés la premidre partie,

=[é Ker(A—le)) ($ Ker(A—-A I)"’)

j=0 J=a+l]

b) Décomposons X dans cette somme directe : X=X+ . 4X?+X"Y+ . +X". Alors

X,=X0+. . 4+4X0+ X+ . +X . Convenons que A, =1. Alors

> x© __ix P'HX(U) X O,
P x=0

= Pour 1< j<s, X”’ est un vecteur propre associé A une valeur propre de module 1 mais différente de 1.
D' apréd®h), X,” ——>0.
= Pour s+1< j<r, X est un vecteur vérifiant les hypoth2ses de 3° ; d' apre8° c), X, —=——0.

(0)
Par conséquent, X , ————> X"".
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