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1°. Soit k£ un entier > 1. Montrer que la fonction €+ w3 est intégrable sur {0, +ool.

+ o0 e—-kt

On note Jk=/ Wdt

0

oo —t? Vvr
2°. Donner la valeur de Ji (onpounautlhserl'ega]:lté /0 e = —é_) .
1 ) .
3°. Montrer que la fonction { Tich ¢ est intégrable sur 0, +ool. .
Onnote K - T dt
& T e—— .
2v/® Jo ftcht
X 1 +oo et
4°. (a) Montrer que = ~— dt.
(a) qu 77/, \/f(1+e—2‘)
+o00 E
(=1)
En déduire K = — .
(b} Fn dedufre que 2 e

k=0

1

5°. Montrer que 5 <K <1.
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On considére la fonction f définie de R? dans R par :

f(z,y) = (2% +v*)® si (z,y) #(0,0) et £(0,0)=1.

1°. (a) Etudier la continuité de f.
{(b) Etudier I'existence des dérivées partielles de f au point (0, 0).
(¢) Déterminer et tracer la ligne de niveau 1 de f.

2°. On définit 1a fonction ¢ sur R par:
g : zw+— f(z,0) ~pourxz#O0etg(0)=1

(a) Dresser avec précision le tableau de variations de la fonction g.

(b) En déduire que la fonction f n'admet pas d'extremum en (0, 0) (justifier soigneusement
la réponse]).

3°. Déterminer les points critiques de la fonction f.

4°. () Vérifier que, pour tout z > 0, f(z,y) > g(z).

1
En déduire que f admet un minimum en (-;, 0).

1
(b) La fonction f admet—elle un extremum en ( — 0) ?

5°. Montrer que, pour tout z € R*, les deux expressions :

(f(=,1) = £(0,1)) et (f(z,-1) - £(0,-1))

sont du signe de z.

Que peut-on en conclure?
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R est le corps des nombres réels, C celui des nombres complexes et 7 est un entier naturel
supérieur ou égal a 2.

On note E le C-espace vectoriel des matrices carrées d’ordre 77 a coefficients dans C . I est la
matrice identité de E. Pour 4 élément de E, a; estle coefficient de A situé dans la i-eme

ligne et la j-éme colonne. On note F le C-espace vectoriel des matrices a n lignes et une
colonne et a coefficients dans C. 1, -

Xy

Pour X=| | élément de F, on pose | X |= sup |x;| ; on rappelle que I’on définit ainsi une
* 1<k<n

X

norme sur F. On note KerA l’ensemble des éléments X de F vénhiant AX =0.

Une matrice 4 =(a;;) a coefficients réels est dite stochastique st

/!

On note S I’ensemble des matrices stochastiques de E.
Dans tout ’exercice A est un élémentde S, 4= /. .

Premiére partie | .
1° Soit B un élément de S. Prouver que AB appartienta S. |

2° Montrer que pour tout X entier naturel, 4 k appartient & S.
3° Soit X un élément de F. Démontrer que | 4.X || <]| X ||. En déduire pour tout k entier

naturel, | 4% X | <] X .
4° Montrer que 1 est valeur propre de A.
59 Soit A une valeur propre complexe de 4, montrer que :|4|<1.

6° Soit A une valeur propre complexe de 4, telle que 2] =1.
a) Soit X un élément de Ker(A-AIY .Onpose: Y =(4-A1X.
) Etablir que, pour tout &k entier naturel, ¥ > 2, A¥x =2k x +&2* 7y
) En déduire que Y = 0( on pourra utiliser I’inégalité établie a la question 3° de
la premiére partie ).
iii)  Prouver que Ker(4—AI)* = Ker(A—Al).
b) En déduire que, pour tout k entier naturel, k=22, 0na:
Ker(A—AIY = Ker(A-AI).

Deuxiéme partie
On suppose que A admet r +1 valeurs propres complexes deux a deux distinctes, on les note

'10 !A’l?"“!lr , AVCC 110 =1.

V »
Dans toute cette partie p désigne un entier naturel non nul.
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Pour X élément de F, on pose : X , = -1—1- A* X . On veut étudier la convergence, quand p
k=0

tend vers +90, de la suite (XP) dans F.

1° Soit A une valeur propre complexede 4, 4 21.

?
a) Prouver que : ﬁn;[lZzlk J =0.
p—> 4

=0
b) On suppose que X est un élément de Ker(4— A7) . Montrer que la suite (X p)

converge vers 0.
2° On suppose, dans cette question, que 4 est diagonalisable.

Soit X un élément quelconque de F. Démontrer que la suite (X p) converge vers un clément de
Ker(A-I).

3° On s’intéresse dans cette question a une valeur propre complexe 4 de A vénhant :lﬁ.l <l].

Soit X un élément de Ker(4—~ A1/)7?, ou q est un entier naturel, g=>2.
a) Soit k un entier naturel, £ > g . Montrer que

k q-1

A* =) Cia*/(4-A1) etque A*X =) CIA*J(4-AD)/X .
=0 J=0

k!

On rappelle que Cf = ——— .
¥ = k= )

b) Prouver que, pour tout j élément de {0,1,...9-1 },ona:

im CjA* 7/ =0
K —»+a0

c) Démontrer que la suite (X p) converge vers 0.
4° On suppose que e polynome caractéristique de A, noté P,(7), est €gal a:

r

PN =(-1)" H(T — 4, )kf H(T — A, Y7 ou s,ky,....k, .q.41,---,q, SOnt des entiers naturels
J=0 Jj=s+l

non nuls avec s <r et ou ,11-|=1 si et seulement s1 j<s.

a) Prouver que F est égal a la somme directe de sous espaces vectoriels suivante :
F=Ker(A-Ao)®. ® Ker(A-A D) ® Ker(A—-A,4)¥ &..® Ker(A-A, 1) .

b) Soit X'un élément quelconque de F. Etudier ia convergence de la suite (X p )

b
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