CPES 2 — Probabilités approfondies 2015-2016
Remarques sur le DM

Remarques générales.

— Ne pas écrire des variables non définies (par exemple P (Y < ) sans préciser a quel

ensemble appartient z).

— Lorsqu’on utilise la linéarité de I'espérance ou le théoreme de transfert, il faut le men-
tionner et le justifier. Par exemple en écrivant (linéarité de [’espérance pour des v.a.
positives) ou (linéarité de ’espérance pour des v.a. admettant une espérance), (théoréme
de transfert pour une fonction positive) ou encore (théoréme de transfert pour g(X) avec

9(X) qui admet une espérance).

— Si X,Y > 0sont des variables aléatoires réelles positives, on ne peut pas écrire en général
que
EX-Y]|=E[X]|-E[Y]

en invoquant la linéarité pour les v.a. positives. En effet, pour écrire que E [X + (=Y)] =
E[X|+E[-Y]=E[X]—-E[Y] on utilise le cas général, et il faut justifier que X et —Y
admettent une espérance.

— Attention, la linéarite de I'espérance ne signifie PAS que E[|X +Y|] = |[E[X]|+ E[Y]].

Il est en revanche vrai que
E[X+ Y| <E[X[+[Y[]] <E[X]|]+E[Y]]

(croissance et linéarité de 'espérance pour des v.a. positives).

— On évite de parler de la linéarité de la variance, car en général il n’est pas vrai que
Var(AX) = X-Var(X).

Eléments de correction.

Exercice 2, question 2. Il ne fallait pas oublier de distinguer le cas ou z < 0 dans le calcul
de P(X? < z), qui donnait alors 0.
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Exercice 4. 1l y a eu beaucoup d’erreurs sur la dérivée de (n”—fl) . Le plus simple est d’écrire
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dont la dérivée est (n%l) nz" 1.



Probléme 1, question 3. On raisonne par I’absurde, et on suppose que pour tout w € €2 on
a X(w) < E[X]. Alors pour tout z € X(f2), on a x < E[X]. La variable aléatoire E [X] — X
est donc positive. Comme X admet une espérance, par linéarité de I'espérance E [X]| — X est
d’espérance nulle. D’apres le cours, on a donc P (E [X] = X)) = 1. L’événement {w € Q : E[X] =
X(w)} est donc non vide (sinon il aurait une probabilité nulle), et il existe donc w € Q tel que
E[X] = X (w), absurde.

Probleme 2, question 6. L’idée était d’écrire
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On sait que E [T](VN)} /(N log(N)) — 1. Pour contrdler E [(TJSIN))Z}, on écrit
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de sorte que
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On en déduit que
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Probleme 2, question 7. OnalP(4;,,) =P (Xy #i,..., X, #i) =P(Xg #1i)---P(X,, #1) =

(5"

Probleme 2, question 8. Pour résoudre cette question, on pouvait partir du fait que si

k > 1 est un entier, alors
N
(13" >k} = A
i=1
En effet, T](VN) > k si et seulement si il existe une carte qu’on n’a pas encore au bout de k£ — 1

cartes achetées. On écrit alors

. N -1\
i=1

en utilisant 'inégalité (1 — y)™ < e ¥ pour y € [0, 1] et m > 0.



N.B. Ecrite telle quelle, la question 8 n’est pas correcte. Une version correcte serait : En

supposant que log(N)N + xN est entier, montrer que
P <T]£[N) > log(N)N + :cN) <e .
(avec une inégalité stricte dans la probabilité). On peut cependant montrer qu’on a toujours
P (T](VN) > log(N)N + xN) < e TN,

Ces inégalités se prouvent en utilisant (1).

Probleme 3. 1l fallait justifier que les X; admettaient une espérance. Ceci provient du fait
que si X admet un moment d’ordre 2 fini, alors X admet un moment d’ordre 1 fini (et donc

admet une espérance).

Probleme 3, question 3. Dire que I'événement A, est réalisé c’est dire que le plus petit j
tel que |Sj| > t est k, ce qui rend la question 3 intuitivement vraie. Pour le rédiger, on peut
procéder comme suit.

Sik</letwe AN Ay, alors |Si| >t car w € Ay et |Sg| < t car w € Ay, absurde. Donc
AN A, =0.

Pour montrer que A = U}, A;, on raisonne par double inclusion. Si w € U, A;, soit ¢ tel
que w € A;. Alors |S;| > t et donc w € A. Réciproquement, si w € A, il existe un plus petit
entier k tel que |Sg| > ¢. On a alors w € Ay, et donc w € U | A;.

Probléme 3, question 4. On remarque que Sil,, > t'14,. En effet, si w & Ay, les deux
termes sont nuls. Sinon, si w € Ay, cela implique que |Si| > % et donc SZ14, > 21 4,.
Le résultat demandé en découle en utilisant la croissance et la linéarité de ’espérance pour

des variables aléatoires positives.

Probleme 3, question 6. Pour justifier proprement que les variables aléatoires Si14, et
S, — Sk étaient indépendantes, on pouvait raisonner comme suit.

D’apres le principe des coalitions, les vecteurs (X7, ..., Xi) et (Xgi1, ..., X,) sont indépendants.
Or Sily, ne dépend que de (Xi,...,Xy), et S,, — Sk ne dépend que de (Xy41,...,X,). Donc
d’apres le principe de composition, Sil4, et .S, — Si sont indépendantes.

Attention : il n’est pas vrai que 14, ne dépend que de Sk.



