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Notations.
Soit (Q, F,P), un espace de probabilité. Soit (E,E) un espace mesurable. Une fon&tion X : QO — E
qui et (F,E)-mesurable est appelée variable aléatoire, (sous entendu (F,£) mesurable), abrégé en v. a.
On parle de variable aléatoire réelle lorsque (E,€) = (R, B(R)).
Lorsque E = R ou C et X € L'(Q),F,P), 'espérance de X e§t par définition son intégrale par
rapport a IP, et on la note E[X] :

E[X]= J X(w)P(dw).
Q
Par définition, la loi de X, notée Py, eSt la mesure image de IP par X, autrement dit
VCe&, Px(C)=P(Xel).

En particulier, d’apres le théoreme de transfert, pour toute fonétion f : E — [0, 0] qui et £-mesurable,

f £ (X(@)P(dw) = E[f(X)] = f £ () dPx (u).
Q E

. 7 . 7 . . 2 7 . . 2 —x?
Une variable aléatoire réelle est dite gaussienne centrée réduite si sa densité e§t ——e™* /2 par

Vort

rapport a la mesure de Lebesgue, et une variable aléatoire réelle et dite exponentielle de parametre
A > o si sa densité e§t le ¥1,, par rapport a la mesure de Lebesgue.

1 — Calculs de lois
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Exercice 1. Sur un espace de probabilité (Q,.A,IP), on se donne (X,Y) une variable aléatoire a valeurs
dans R*.

1. On suppose que la loi de (X,Y) est
Ape™AxHY Ig: (x,y)dxdy.
Déterminer la loi de la variable aléatoire U = min(X,Y).

2. On suppose que la loi de (X,Y) est

1 _
476 X/z]l{xzo}]l[o,zn](y) dx dy

Déterminer la loi de la variable aléatoire (VX cos(Y), VX sin(Y)).

Pour des queftions, demande de précisions ou explications, —n’hésitez pas a m'envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



3. On suppose que la loi de (X, Y) est
= e‘xzwz dxd
27 v

Calculer la loi de la variable aléatoire réelle %

Corrigé :
1. Soit F : R, — IR, une fon¢tion borélienne. On a, en utilisant le théoréeme de Fubini-Tonelli,

E(F(U))

Ap J F(min(x, p))e" 1) dx dy
R

2
+

AyJ F(x)e M M) dxdy + ij F(p)e M) dxdy
fo<x<y}

{o<y<x}

/\J F(x)e ™ (J pe 1 dy) dx + ptj F(x)e_’”‘(J- e dy) dx
o X o X

(A+ y)J F(x)e A H¥ gy,
o

La variable aléatoire U est donc exponentielle de parametre A + p.

2. Soit F: R> — R, une fonétion borélienne. On a,

IE(F (\/)_(cos(Y), \/}sin(Y))) 4% Joo Jmf(\/}cos(y), Vxsin(y))e ™ dxdy

i J J f(xcos(y),xsin(y))e_xz/zxdxdy,

d’apreés la formule du changement de variables utilisée avec le C'-diffémorphisme suivant :
(x,v) € R} x [0,27] - (Vx,7) € R} x [0,27]. Puis d’apreés la formule du passage en coordonnées
polaires, on a

1 o 2n . —x2/> 1 (112402
2 ) dxdy = — Jv)e” W2 gy dy,
2HJ; L f(xcos(p),xsin(y))e™™ *xdxdy py IR2f(u v)e udv

La loi de (VX cos(Y), VX sin(Y)) e§t donc (27) e~ V> dy dv.
Remarque : les variables VX cos(Y) et VX sin(Y) sont indépendantes et de loi MV (o,1).

3. Soit g: R — IR, borélienne. On a

X 1 X\ _x+?
B(s(3)= 5 [ o3 dxan

Et (x,y) e RxR" - (x/y,y) € RxR" est un C*-difféormorphisme de jacobien y~*. Donc d’apres la
formule de changements de variables puis le théoréeme de Fubini-Tonelli, on a

x2 492 B _ﬁﬁ
f g(f)" Sdxdy = g(f)lyle =y dxdy
2 \Y Jr2 \Y

r‘ 7/2 2
= gu)le =W dy dy

]R2
r\ 7/'2 2
= g(u)(f ] e~ T (1 “)dv) du
R
1

JR

= 2J;Rg(u)u2+1 du.




Donc

E(g(%)) - %Lg(u)u21+ 1 au,

ce qui signifie que la loi de X/Y e$t la loi de Cauchy, c’est-a-dire la loi de densité (7t(1 + x*))™" par
rapport a la mesure de Lebesgue.

O
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f;cercice 2. Soient X, Y et Z des variables aléatoires réelles définies sur un espace de probabilité (Q), A, P).

1. On suppose que X =Y p.s. (c’est-a-dire [P presque partout). Montrer que X et Y ont la méme loi.
Montrer que la réciproque est fausse.
2. On suppose que X et Y ont la méme loi.
(a) Soit f : R — R une fonction borélienne. Montrer que les variables aléatoires f(X) et f(Y) ont
la méme loi.

(b) Montrer que les variables aléatoires XZ et YZ n’ont pas nécessairement la méme loi.

Corrigé :

1. Si X =Y p.s. alors E(f(X)) = E(f(Y)) pour toute fontion borélienne f : R — IR,, ce qui montre
que X et Y ont la méme loi. La réciproque e$t fausse. Considérons une variable aléatoire X de loi
normale N (o,1) (c’'e§t-a-dire de densité var e /2 par rapport a la mesure de Lebesgue). Posons
Y = —X. Alors Y e$t une variable aléatoire X de loi normale A (o,1). En effet soit ¢ : R — R, une
fonction borélienne. Alors

IE(g(Y»:J: g(—x)e ™2 dx = j g(x)e "7 dx,

(5] —0o0
Donc X et Y ont la méme loi mais ne sont pas égales p.s.

2. (a) Pour toute fonction borélienne ¢ : IR — RR,, la fontion g o f e$t borélienne. Comme X et Y ont
la méme loi, on a

E(go f(X)) =E(go f(Y)),
ce qui montre que f(X) et f(Y) ont la méme loi.

(2) (b) On reprend les variables X et Y de la que$tion 1. Soit Z = X. Alors XZ = X?> et YZ = -X>. La
loi de X? e§t une mesure de probabilité sur R, (différente de la mesure de Dirac 9,) et la loi de
—X? e$§t une mesure de probabilité sur R_ donc XZ et YZ n’ont pas la méme loi.

O
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‘Exercice 3. (Simulation de variables aléatoires.) Soient X une variable aléatoire réelle définie sur un
espace de probabilité (Q), A, IP) et F sa fontion de répartition définie par F(t) = P(X < t) pour ¢t € R.

1. Si F e$§t continue et §tri¢tement croissante, et si U e$t une variable uniforme sur [o, 1], quelle est
la loi de la variable aléatoire F~*(U)?

2. Dans le cas général on définit F~', I'inverse continu a droite de F par,
F ' (u)=inf{x € R : F(x) > u}.

Quelle est 1a loi de la variable aléatoire F~*(U)?
Indication. On pourra vérifier que {F""(U) < t} = (,5,{U < F(t + 1/n)}.



3. Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [o,1], et X la variable aléatoire définie par X =
—%ln(U). Déterminer la loi de X.

Corrigé :

1. Soitt € R.Ona {F'(U) <t} ={U < F(t)}. Donc
P(F'(U) < t) = P(U < F(t)) = F(t).

Or la fonétion de répartition d’une variable aléatoire caractérise sa loi. Ainsi F~'(U) a la méme
loi que X.

2. Soitt€ R.Ona {F " (U)<t}=,>,{U < F(t +1/n)}. Donc

n>1

P(F ' (U)<t)

ﬂ{U<F(t+%)}]:r}i_)ngoll’(U<F(t+%)):7}i_)r£10P(t+%):F(t),

n>1

= P

la derniere égalité étant une conséquence de la continuité a droite de F.
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‘Exercice 4. (Variables exponentielles)

1. On dit qu’une variable aléatoire réelle positive vérifie la propriété d’absence de mémoire si pour
tous s, t > o,
P(X>t+s)=DP(X >t)P(X >s).
Trouver toutes les variables aléatoires réelle positives X qui vérifient la propriété d’absence de
mémoire.

2. Soit X une variable aléatoire exponentielle. Calculer la loi de la variable aléatoire | X, ou |x]
désigne la partie entiere de x.

Corrigé :

1. Si X e§t exponentielle de parameétre A alors IP(X > t) = Loo Ae Mdx = e M, et la propriété d’absence
de mémoire est vérifiée. Si X vérifie la propriété d’absence de mémoire alors la fonction G : t
log(IP(X > t)) e$t additive. De plus, G = log(1 — Fx) est continue a droite, donc G e$t linéaire. Et
G < o. Donc il exi§te A > o tel que G(t) = —At pour tout t > o, et donc X e§t exponentielle de
parametre A.

2. Onpose N =|X].Ona

k+1
P(N =k)=P(X €[k, k+1[) = f e Mdx = (eM = e MEF)) = (1 — g7 h)e K,
k

ce qui signifie que N suit la loi géométrique de paramétre e™*.

5 — Compléments (hors TD)
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f;(ercice 6. Sur un espace de probabilité (Q,.A,IP), on se donne une variable aléatoire N a valeurs dans
R de loi (v2m) *e™ /> dx. Calculer la loi de la variable aléatoire 1/N>.

Corrigé :
Soit F : R, — IR, une fonction borélienne. On a par symétrie

E(F(N7?)) = :n ‘[1?13(;—2)6_"2/2 dx = \/z_nJ;R F(%)e‘x2/2 dx.

Etxe R} — x 2 € R} e§t un C' diffeomorphisme de Jacobien —2x73 donc d’apreés la formule du change-
ment de variables, on a

J P(%)exz/zdx:f F(u)e ") (2432 du.
R R

AR "
Donc la loi de 1/N? et \/#76_1/(2”)1{,00}0114. O
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Exercice 7. Soit F la fon&tion de répartition d’une mesure de probablitié u telle que F(x) € {o,1} pour
tout x € D, ou D e$t un ensemble dense de IR. Montrer que y e$t une mesure de Dirac.

Corrigé :
Par continuité a droite de F on a F(x) € {o,1} pour tout ¢t € R. On pose

a=inf{x e R: F(x)=1}.

Comme F(x) — 1 quand x — +oo on a a < +oo. De méme a > —co. Par continuité a droite de F, on a
F(x) = 1[4,400[, €t donc F est la fonction de répartition de 9,. O
——> 00— 0<—

Exercice 8. Sur un espace de probabilité (Q,.4,P), on se donne (X,..., X,,) une variable aléatoire a va-
leurs dans IR" de loi
Ljo )t (X150 er X)) dX ... A,

1. ConStruire, a l'aide des évenements A, = {X, <... <X, } pour 0 € S, n variables aléatoires
Y,,..., Y, sur (O, A P) telles que

Y (w) ... <Y, (w) et {Y (w),..., Y, (w)} ={X,(w),..., X, (w)}

pour presque tout w € ().

2. Déterminer les lois des variables aléatoires (Y,,...,Y,) et (Y,/Y,,..., Y,_,/Y,).

Corrigé :

1. Soit i € {1,...,n}. On peut définir pour presque tout w € (2,

Yi(w) = Z Xo(@)Lix, (w)<..<X,, (@)}

€S,

En effet, la mesure de Lebesgue des hyperplans de R" ou deux coordonnées sont égales et nulle.
Ainsi, les variables aléatoires Y,,..., Y, sont bien définies.

2. Soit f : [0,1]" = R, une fontion borélienne. On a

ZJ FXgreror X ), ... dx,
{o<x,, <...<xq, <1}

oES, =

= n!J- f(x,..,x,)dx, ... dx,,.
{o<x,<..<x,<1}

ez
=
<
<
I



La loi de (Y,,...,Y,) eSt donc
n! H{o§x1<...<x,,S1} dxl cee dxn'

[7171

Soit maintenant g :]o, 1 — R, une fon¢tion borélienne. On a

Y Y, X X
L N e P
(g(yz Y, {o<x1<...<x,,<1}g X3 Xn ! "

xn 1

Eto:(x;,....,x,)elo<x, <...<x, <1} (x yees xn) € Jo,1[" e§t un C*-difféomorphisme de
jacobien egal a(x,...x,) " A1n51, d’aprés la formule de changements de variables puis le théoréme
de Fubini-Tonelli, on a

&
—
oqQ
—_——
o<

~
=3
-
Il

n!J; [ng(ul,...,un,l)%u;...u” 2uy  duy ... duy,

= (n—l)!f] [n1g(ui,...,un_l)uzu;..u;‘:fdul...dun_l.
0,1

Donc la loi de (Y,/Y,,...,Y,_,/Y,) est
(m=1)uyul oy =3 Dj g (g g ) Aty oAty

Remarque:lesvariables Y,/Y,,...,Y,_,/Y, sont indépendantes, et chaque Y;/Y;,, e$t de loi iyi_1 Lyo,.[(¥)dy.
O
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Fxercice 9. (Pouvoir paranormal moyen) On considére I'expérience de divination suivante. On dispose
d’un jeu de 52 cartes distinctes, d’'un manipulateur et d’un devin. Le devin ne peut & aucun moment
voir le jeu ou le manipulateur, et doit deviner quelle e$t la carte se trouvant sur le dessus du paquet.
Il annonce donc une carte au hasard, et le manipulateur retourne silencieusement les cartes les unes
apres les autres jusqu’a tomber sur la carte annoncée par le devin. Apres quoi ce dernier doit deviner
la carte qui suit. Il annonce une carte au hasard parmi les 51 restantes, et le manipulateur continue de
retourner les cartes a partir de l’endroit ou il s’était arrété. Ainsi de suite jusqu’a ce que tout le paquet
soit retourné.

1. Donner un espace de probabilité correspondant a cette expérience.
2. Montrer que si X et une variable aléatoire a valeurs dans IN alors

- ZIP(X > k).

3. Combien de cartes en moyenne le devin trouvera-t-il ?
Corrigé :
1. Supposons que les cartes dans le paquet soient numérotées de 1 a 52. Le devin annonce les cartes

dans un autre ordre, c’e$t a dire qu’il annonce une permutation de {1,...,52}. On se place donc
sur (Sy,, P(Ss,), P = #/52!).

2. Ona
:ZklP(X:k) = Zk(IP(sz) (X >k+1))
k>1 k>1
N+1
= lim Zk]PX>k Z(k )P(K > k)

[l
™1
5
>
\%
=



3. Le nombre de cartes que le devin trouvera e$t
X =max{k: w(1) <w(2)<... <w(k)}

Etl'on a pour 1 <k <52

PX2k= )  Plo:ie@)=j,.,0k=j)= ) %:%

1<j; <..<k <52 1<), <..<Jp<52

Ainsi, il trouvera en moyenne

O

‘Exercice 10. On consideére un jeu de 52 cartes bien mélangé, posé face caché sur une table. On retourne
une a une les cartes jusqu’a trouver une dame. Combien de cartes aura-t-on vu en moyenne ?

Corrigé :

On place toutes les cartes (face visible) en cercle sur la table (de sorte qu’on voit toutes les cartes), et
on ajoute une cinquiéme dame fictive entre la premiére carte du paquet et la derniére carte du paquet.
Les 53 cartes sont ainsi partionnées en cinq intervalles qui ont méme loi (chaque intervalle commengant
par la carte suivant une dame et finissant par une dame), de sorte que le nombre moyen de cartes dans
le premier intervalle e§t 53/5. Le nombre de cartes qu’on aura vu étant le nombre de cartes entre la
cinquieme dame (excluse) et la premiére dame (incluse), on aura donc vu en moyenne 53/5 cartes. O




