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Exercice a chercher du TD précédent
N N

Exercice 0. On considére une source lumineuse ponéuelle située au point (—1,0) dans le plan. Soit 8 une
variable aléatoire définie sur un espace de probabilités (Q, A, IP), uniforme sur | — 7t/2, 7t/2[. On suppose
que la source émet un rayon lumineux en direction de l’axe des ordonnées en faisant un angle 6 avec
I’axe des abscisses. Déterminer la loi de 'ordonnée du point d’'impact du rayon avec 1’axe des ordonnées.

Corrigé :

Le point d’impact du rayon lumineux sur I'axe des ordonnées est Y = tan(t). Or ¢ : t €] — 1/2,7t/2[—
tan(t) € R e$t un C'-difféomorphisme de Jacobien 1 + tan®(¢). Donc, pour F : R — R, borélienne, on a,
d’apres la formule du changement de variables,

7/2 +00
if F(tan(t))dt:if Fp)-2_.

TC /2 T J_ oo 1+

La variable aléatoire Y suit donc la loi de Cauchy. m]

0 — Petites questions
e o AN

f;(ercice 1.

1. Calculer la fonction caractéristique de la loi de probabilité de densité (1 — |x|) Ly, ?

2. Quelle e$t la fonétion caraétéristique de la loi de probabilité de densité (1 —cos(x))/(mtx?)?

Corrigé :

1. On calcule, en intégrant par parties pour t # o :

1 —cos(t)

J (1- |x|)]l|x|<1eit"dx = 2J (1 —x)cos(tx)dx =2 =
R o

Pour t = o, la premiere intégrale vaut 1 (normal, c’e$t une densité de probabilité!).

2. D’apreés le cours, si py e$t une mesure de probabilités dont la fonction caractéristique 7 est intégrable
par rapport a la mesure de Lebesgue A, alors y est absolument continue par rapport a A, et sa den-
sité eSt donnée A-p.p. par

1

X > —J (e " dt.
R

27t

Pour des queStions, demande de précisions ou explications, n’hésitez pas a m'envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



On en déduit que pour presque tout x € R :

1 1—cos(t) _;
1—|x])1 = — | dta——""Le',
( | |) |x|<1 ™ J]‘R 2

Les deux membres étant des fonétions continues en x, on a 1’égalité pour tout x € R. En faisant le
changement de variable x = —x, il s’ensuit que la fon¢tion caradtéristique de la loi de probabilité

de densité (1 —cos(x))/(mx?) e§t x = (1 — |x|) Ly -
O
Exercice 2. (Queues de variables aléatoires) Soit X une variable aléatoire réelle. On définit la queue de

X par
h(x) =P(IX] > x).
1. Si X est intégrable, montrer que

lim x(x) = o.
X—>00

2. Si X e§t dans IL? avec p > 1, montrer que

lim xP(x) = o.

X—00

3. Donner un équivalent de la queue de la loi d'une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

Corrigé :

1. Ona

E(X]) = fo P(X| > x)dx.

Donc la fonétion x - P(|X| > x) est intégrable. Elle e§t de plus décroissante ce qui implique le
résultat. En effet, tIP[|X| > 2¢] < f:tIP[lXI > x]dx — o quand x — o.
2. On écrit similairement -
E(X[P) = J P(IX| > x'P)dx,
[¢]

de sorte que xIP(|X| > xPy 5o quand x — oo.
Remarque. Une autre maniere e$t de faire est d’écrire x’P[|X| > x] = E [xp ]IIXIZx] <E [|X|p llxlzx] —
o quand x — oo par convergence dominée.

3. Si N désigne une variable aléatoire gaussienne centrée réduite, on a

1 on due /> < 1 JOO duze—#/z — 1 e X2

Vam Jx VamJe o x xy2m

Pour une minoration, on intégre par parties :

) N e—x2/2 00 e—u2/2
j e " 2du = —J —du.
X X X u

IP[N > x] =

On réintegre par parties :

Ainsi

\%

/
1 Jme‘”z/zduZL(i—i)e_x2/2+ 1 J‘OO 3e u 2du 1 (i_i)e—xzh
Var Jy Vo \x %3 \or Je  ut vVor \x  x3

On en déduit que



1 — Fonctions caractéristiques
N TN

Notation. Si X et une variable aléatoire réelle, on notera ¢y sa fonction caratéristique, définie
par ¢x(t)=E [e’tx] pour t € R. Lorsque X e$t a valeurs dans IN, sa fonction génératrice est par définition

2> B[]

f?(ercice 3.

1. Calculer les fon&tions génératrices des lois suivantes :
(a) Bernoulli de parameétre p € [o,1].
(b) Binomiale de parameétres (n,p), avec n € IN,p € [o,1].
(c) Géométrique de parametre p € Jo, 1].
(d) Poisson de parametre A > o.

2. Calculer les fontions caradtéristiques des lois suivantes :
(a) Exponentielle de parametre 6 > o.

(b) Uniforme sur [o,1].

Corrigé :

1. Soit s € [0,1]. On a
(@) G(s)=1-p+ps,
(b) G(s)=(1—p+ps)",

(© 66)= 1=

(d) G(s) =exp(=A(1 —s)).
2. Soitt€R.On a

0
@) ()= 5
_exp(it)—1
(b) p(r)="ELIL

——> 00— 0<—

‘Fxercice 4. Soit X une variable aléatoire réelle.

1. On suppose que X admet un moment d’ordre n € N*. Montrer que ¢ est de classe C et que pour
tout entier 1 <k <n,on a

ViR, ¢y (H) = iE[XFexp(itX)].
En particulier :
k .
¢ (0) = iME[X*] (1)
2. On suppose que ¢x et 2 fois dérivable en o. Montrer que X admet un moment d’ordre 2 et que

E[X?] = - (o)

Indication. On pourra considérer w



3. Soit k > 2 entier. On suppose que ¢x est k fois dérivable en o. Montrer que X admet des moments
jusqu’a l'ordre 2| k/2] (ici | x| e$t la partie entiére de x) donnés par (1).

4. Faire l’exercice 7.

Corrigé :

1. Ceci provient immédiatement du théoreme de dérivation sous le signe intégral en utilisant la
domination |ika exp(itX)’ <|X[FeL" pour 1 <k <n.

2. Lafondtion ¢y étant deux fois dérivable en o, la formule de Taylor-Young garantit un développement
limité a I'ordre 2 : ,

bx(t) =1+ pl(o)f + ¢;g(o)% +o(t?).

On en déduit que :

Or ¢px(t)+ px(—t) = 2Re(Ppx(t)) = 2E[cos(tX)]. Il s’ensuit par (2) que

limIE[l —cozs(tX)]
t

t—o

= 9% (o)

Or 1—cos(tX)

= > 0. Le lemme de Fatou fournit donc :

E[X?] = IE[zliminf(&:(tX))] < 2limianE[&2s(tX)] = —¢px(0) < oo.
t—o0 t t—o t
La queS$tion 1. permet de conclure que E[X?] = —qbg?)(o).
3. Raisonner par récurrence en adaptant la preuve de la question précédente.

4. Lexercice 7 montre qu’en général il n’est pas vrai que X admet un moment d’ordre 1 lorsque ¢
est dérivable en o.

O
—>0C—=—=D0<—

Exercice 5. Soit (Xy)n=1 une suite de variables aléatoires réelles. On note ¢,,(t) = ¢x (t) pour simplifier,
et on suppose qu’il existe une fonction ¢ : R — C, continue en o, telle que

VieR,  ¢u(t) — ()

n—oo

1. Prouver que pour touta>oona

Pixd> 2] < 2 [ (5 Re(pa(wdu = ;jaa(l ~ () du

—a —

2. Montrer que pour tout € > o, il exi$te u > o et n, tels que pour n > n, on ait

if_ 1 — ¢ (t)ldt <e.

3. En déduire que la suite (X,,),>, e$t tendue, c’e§t-a-dire que pour tout € > o, il existe a > o tel que

Vn>1, P[|X,|>a] < 2€.



1. D’apres le théoreme de Fubini-Tonelli,

apumar = L[ [aempyan)ar=t [ ([ e dmapg

2JIR(1 - Sir;(;lx))IPXn(dx) > JM»/M (1 - |;—x|)IPX"(dx)

car pour tout réel t on a 1 —sin(t)/t > o et 1 —sin(t)/t > 1 —1/|t|. Comme

1

1
’ J|x|>2/a (1 - W)Pxn(dx) =2 flx|>2/g (1 - E)JPX"(dx) = PIIX,[>2/a],

ceci conclut.

2. Comme |¢p(t)| = lim,_, |¢,(t)| < 1 pour tout t € R, ¢p(0) =lim,,_, |$,(0)| = 1 et que ¢ et continue
en o, si € > o est fixé, il existe u > o tel que |1 — ¢(t)| < €/2 pour [t < u. Ainsi

ij_ - (t)ldt <e.

u

Or|1—-¢,(t) <2et|1—¢,(t) = |1 — () quand n — oco. Par convergence dominée, il s’ensuit que

n u

iﬁih—d)n(tﬂdt — ££u|l—¢(t)|dt<€_

Le résultat désiré en découle.
3. D’apres la premiere question, pour n > n,, IP[anl > %] > 2¢€. Comme les variables aléatoires X;
sont réelles, il existe des réels positifs a,,4,,...,a,__, tels que

P[|X;| > a;] < 2¢, 0<i<n,—1.
En posant a = max(z/u,al,az,...,ano,l), on a bien
P[|X,|>a] <2¢e
pour tout entier n > 1.

3 — Compléments (hors TD)
— TN

‘Exercice 7. Soit X une variable aléatoire réelle de loi Py = Y kez AkOx symétrique (cad a; = a_g) et telle
que ) ;>okap = co. Le moment d’ordre 1 de X e$t-il fini? Trouver une suite (ai)r>, telle que ¢x soit
dérivable en o. Comparer avec l’exercice 4.

Corrigé :

On calcule aisément E[|X]|] = 2 Zkak = +oo0. D’autre part :

k>o
(]
¢x(t)=a,+2 Zak cos(kt).
k=1
Choisissons a, =a, =a_, =oetpourk>2:
-1
c . 1 1
Ay =a_k = 75777 ouc=-— ,
T e nk 2| =k Ink
=2



de sorte que :

o< - ¢X -2 Z 1 — cos(tk)).

On vérifie ensuite que cette quantité tend vers o lorsque t — o en décomposant cette derniere somme
suivant que k > 1/t ou k < 1/t. Tout d’abord :

1 (1-—cos(tk)) 1, 2
ZkZInk t - tln Zk2_ tln JLI/tJ_lxjdx_ t(l1/t]—1)In(t) —o

k>1/t

Ensuite, en utilisant I'inégalité 1 — cos(x) < "2—2 pour xeR:

1 1 (1 —cos(tk)) 1 t vty
Tl EmE 1 St 1n(k)51n(2)”£ ) o

2<k<1/t 2<k<1/t

Une intégration par parties donne

fln [ ] Jln

Mais lorsque x — o0, 1/(Inx)? = 0(1/1In(x)) et donc lorsque y — oo :
y Y
+0 (J. ! dx)
2 2 ln(x)
1/t
f LI .
, In(x) t—o tIn(t)

1/t
1
tf dx — o.
5 ln(x) t—o

Ceci achéve de démontrer que (1 — ¢ x(t))/t — o lorsque t — o. m]
—> 00— 0<—

de sorte que

Il s’ensuit que

‘Exercice 8. (Probleme des moments) On consideére la fon&ion f : R, - R:

f(x)=sin(2mlnx) . exp(_lrzlx )
xV21m

Calculer LR+ x* f (x)dx pour tout k € N. Que peut-on dire des v.a. X et Y de densité respeives

1 —Inx ) 1 —Inx
exp et (1 +sin(2mlnx)) exp ?
x\2m 2 x\2T7 2

Corrigé :

Soit n > o. La fon&ion x +— x" sin(znln(x))m/zTI exp(_ln2x 2) est intégrable sur R,, et le changement de

variable u = In(x) aboutit a

du.

I= J:O sin(znln(x))x\/lﬁ exp(_lr;(x)2 )dx = I:o exp(_z2 + nu)sin(znu)\/%Z



En remarquant que —u>/2 + nu = —1/2(u —n/2)> + n*/2, le changement de variable v = u — n/2 donne

+00 2
I= Cste.J sin(zrw)exp( S )dv =o.
Ainsi pour a € [-1;1] les moments des lois K(2 + asin(znln(x)))x‘/lﬁ exp(flnz(x)z) avec

00 _ 2
K™ :f P exp( In(x) )dx
o XV\2m 2

sont égaux sans que ces lois ne soient égales.




