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%ﬁ TD 14 — Convergence de variables aléatoires — Corrigé @
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Exercice a préparer du TD précédent
N N

‘Exercice 0. Soit (X, n > 1) une suite de v.a. i. i.d. de loi exponentielle de parametre 1.
1. Montrer que limsup,,_,  X,,/In(n) =1 p.s.
2. On pose Z,, = max(X,,..., X,;)/In(n), montrer que liminf, ,,Z, > 1 p.s.
3. Montrer que pour une suite (1), bien choisie, limsup,_,  Z,, <1 p.s. Endéduire quelim,_,Z, =

1p.s.

Corrigé :

1. Soit a > o, alors pour tout € > o I’événement {limsup X,,/In(n) > a} est imbriqué entre deux limsup
d’évenements :

limsup{X,, > (a—¢)In(n)} C {limsup X,,/In(n) > a} C limsup{X,, > aln(n)}.
n—o00 n—o00 n—o00
L

a’

P[X, > aln(n)] = "

et les évenements sont indépendants, donc d’apres Borel-Cantelli en prenant des ¢ apropriés

)1 sia<a
"l o sia>1’

. X,
pimsae i -

X?l
In(n)

2. Soit € € (0,1) et posons A, ={Z, <1 —¢€}. Montons que ) IP(A,) converge. On a

donc limsup

=1Pp.s.

P(A,) = P(X;<(1-¢€)ln(n) pour 1 <i <n)=P(X, < (1-e¢)In(n))" = (1 —e—“-eﬂn(”))"

1 \" 1 1 c
(1 - F) = exp(nln(1 - F)) < exp(—n . F) <exp(-n®).
Donc ) P(A,) converge. D’apres le lemme de Borel-Cantelli, p.s., pour tout n suffisamment grand
onaZ,>1-¢,cequiconclut.
3. Posons B, ={Z, > 1 + €}. Un calcul proche de celui de la question précédente donne :

1\ 1
IP(BH): 1_(1_W) ~ -

n n—-oo n

Pour des queStions, demande de précisions ou explications, n’hésitez pPas a m'envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



La série de terme général 1/n° ne converge pas, il faut donc ruser un peu. Fixons 7 > o et posons

ne = (1+ ;7)k. Alors } ;. P(B,, ) converge et d’aprés le lemme de Borel-Cantelli, p.s., pour tout k

k+1

suffisamment grand on a Z,, < 1+e.On encadre ensuite n>1: (1 +17)k <n<(1+4n)"7" eton écrit :

, max(X,,...,X,) B max(X,,..., Xy, )  max(Xy,..., X, ) In(n,,) _ kit
" In(n) - In(n) - In(rn,,) In(ny) Tk

Il s’ensuit que limsup,,_,  Z, =1 p.s.
Compte tenu de la question 2, il en découle que lim,, ,,Z,, = 1 p.s.

0 — Petites questions
—NTTN——

‘Fxercice 1. Vrai ou faux ?

1. Soient (X,,),>, une suite de variables aléatoires réelles et X une variable aléatoire réelle définies
sur (Q), A,IP). On suppose que X, — X en loi. Montrer que f(X,,) — f(X) en loi pour toute fontion
continue f : R — R.

2. Soit (¢y),>, une suite de mesures de probabilité et  une mesure positive. Alors il y a convergence
étroite des y,, vers y si et seulement si, pour toute fonction f continue a support compact, on a la

Convergence
[ sam— | san

3. Sila suite de variables aléatoires (X},),>, converge en loi vers X, alors E[X,,] — E[X].

Corrigé :

1. Vrai : si g¢: R — R e§t continue bornée, alors g o f e$t continue bornée et donc E[g(f(X,,))] —
E[g(f(X))].

2. L'implication est vraie (elle implique que p est une mesure de probabilité, et on conclut par une
propriété du cours), mais la réciproque e$t fausse (prendre y, = 9,,).

3. Faux:on prend (Q, F,P) = ([o,1], B(RR),dx) et X,,(t) la fontion tente telle que X, (0) = 0, X,,(1/n) =
n,X,(2/n) = o. Alors X, converge p.s. vers o mais [E[X, ] =1 # E[o].

Un autre exemple davantage probabiliste : soit (X},),,>, une suite de variables aléatoires indépendantes

de méme loi telles que P(X, = 1) = P(X; = —1) = 1/2. On note Z,, = X, + X, +--- + X,, et soit
T =inf{n > 1;Z, = 1}. On pose finalement :

Wn = Zmin(n,T)'

Ainsi, (W,) est la marche aléatoire issue de o qui fait des sauts +1 qui reste en 1 une fois qu’elle
l’a atteint. Il est possible de vérifier que T < oo p.s. de sorte que (W,,) converge presque stirement
vers 1. Or il et facile de vérifier que pour tout n > 1, [E[W, ] = o, de sorte que IE[W, ] ne converge
pas vers [E[1]. Avec le langage du second seme$tre, cela fournit I'exemple d’une martingale qui
converge p.s. mais pas dans IL".

O

—>0C—D0<—
Exercice 2. Quels sont les liens entre ces différentes convergences : en loi, presque sire, en probabilité,
L', L? pourp>1?

Corrigé :



Convergence p.s. implique convergence en probabilité qui implique convergence en loi.

Convergence IL? pour p > 1 implique convergence en probabilité.

Convergence ILY implique convergence ILP pour g > p.

- Vers une constante, convergence en loi et convergence en probabilité sont équivalentes.

Il et tres fortement recommandé de trouver des contre-exemples pour les réciproques qui ne sont
pas vraies en général. On a cependant les réciproques “partielles” suivantes :

- Convergence en probabilité implique la possibilité d’extraire une sous-suite qui converge p.s.

- En redéfinissant les variables sur un méme espace de probabilité, il est possible de transformer
convergence en loi vers converge p.s., c’e$t le théoreme de représentation de Skorokhod men-
tionné en TD (Attention : c’e§t un résultat trés subtil, qui ne garde pas les dépendences de
con$truétion des variables aléatoires, ni les corrélations (en particulier pas I'indépendance!).

- Convergence p.s. avec équiintégrabilité implique convergence L' (voir Exercice 9).

O

—>0C—=—D0<—

Exercice 3. Soit (X,),>, une suite de variables aléatoires réelles indépendantes. Montrer que presque
stirement la variable aléatoire aléatoire limsup,_, X, e$t constante.

Corrigé :
Notons Fy = 0(XN,XN+1,...) et pous simplifier notons Y = limsup,,_, X,,. Alors Y e§t Fy mesurable
pour tout N > 1. En effet, pour tout a € RU {+c0},

Y>a & limsup X, >a,
n—o00,n2N

et clairement {limsup, ., .- X, 2 a} € Fy. Ainsi Y eSt mesurable par rapport a 5, = Ny, Fn. D’apres
la loi du o — 1 de Kolmogorov, on a P[A] = 0 ou 1 pour tout A € F,. D’apres l'exercie 5 du TD 12, Y est
constante presque stirement. O

1 — Convergences en loi
R TN —
‘Exercice 4. (Lemme de Slutsky) Soient (X,,),>:, (Y,);>, deux suites de variables aléatoires réelles, et
X,Y deux variables aléatoires réelles définies sur (Q,.A,IP), telles que X,, —» X en loiet Y,, —» Y en loi.

1. On suppose que les variables X,, et Y, sont indépendantes pour tout n > 1 et que les variables X
et Y sont indépendantes. Montrer que (X,,,Y,)) = (X, Y) en loi.

2. E$§t-il toujours vrai que (X, Y,,) = (X,Y) enloi?
3. Lemme de Slutsky On suppose que Y est constante p.s. Montrer que (X, Y,) — (X,Y) en loi.

Corrigé :

1. D’apres le théoréme de Lévy, il suffit de montrer que O (x v (¢, t') — Dx, v)(t, t’) pour tout (t,t) €
IR*. Et l'on a par indépendance,

Dx, v, (1) = Px (H)DPy (1) = Px (t)Py (t') = Dy v)(t, t').

2. Il n’e$t pas vrai en général que (X, Y,,) — (X, Y) en loi. En effet, considérons les variables aléatoires
X, =Z =Y, pour tout n > 1, avec Z gaussienne centrée. La variable Z étant symétrique, on
a X, > —Zenloi. Si (X,,Y,) = (-Z,2) en loi, alors X, +Y,, > -Z + Z en loi (car la fon&tion
(x,9) — x +p et continue), c’est a dire 2Z = o en loi, ce qui neét pas.



3. Il suffit de montrer que E(F(X,,Y,)) — [E(F(X,Y)) pour une fon&ion F continue a support com-
pact. Soit a € R tel que Y = a p.s. On a alors Y, — a en probabilité (résultat important a savoir
prouver). Et

[E(F (X, Yy)) - E(F(X, a))|
< |E(F(Xy, Yy)) - E(F(Xy, a)| + [E(F (X, @) - E(F(X, a))l.
La fonction x € R +— F(x,a) est continue et bornée donc |E(F(X,,,a)) — [E(F(X,a))| — o. De plus, la

fon&tion F e§t uniformément continue. Pour € > o, on peut trouver 6 tel que |F(x,y) - F(x’,y’)| < ¢
pour |[x —x’| + |y —y’| < 6. Alors, en notant M un majorant de F, on a

|IE(F(X111 Yn)) - IE(F(XHY a))l

IE(|F(X117 Yn) - P(an El)|)

E(F(Xy, Yn) = F(Xy, @)Ly, —alzs) + EB(F(Xy, i) = F(Xo0, @)1y, -al<)
2MP(|Y,, —al > 0) +e.

IN AN

Ainsi, limsup|E(F(X,,Y,)) — E(F(X,,a))| < ¢ et ceci étant vrai pour tout ¢, on en déduit que

|E(F(X,,Y,))—E(F(X,,a)) — o, puis le résultat.
O

—>0C—"D0<—
‘Exercice 5. Soit (X,,,n > 1) une suite de variables aléatoires réelles définies sur (Q, A, P) indépendantes
et de méme loi p. On pose M, = max(X,,..., X,).

1. On suppose que y eét la loi uniforme sur [o,1]. Montrer que la suite (n(1 — M,))),>, converge en
loi quand n — oo et expliciter la loi limite.

2. On suppose que y e$t la loi de Cauchy Standard c’est-a-dire que p(dx) = (7e(1 + x*))"'dx. Montrer
que la suite (nM,"),>, converge en loi et expliciter la loi limite. Rappel : ar¢tan(x) = 5 - & +0(3)
quand x — +o0.

Corrigé :

1. Pour tout n > 1, la variable aléatoire n(1 —M,,) est a valeurs dans [o,7]. On a donc, pour tout t < o,
P(n(1 —M,) <t)=o.Soit t > o fixé. Pour tout n > ¢, on a

IP(n(1—Mn)St):IP(MnZ1—%):1—11’(Mn<1—%):1—(1—%)’1.

Donc P(n(1-M,) < t) = (1—e ") 150, et la fon&tion £ > (1—€7") 15, e$t la fonction de répartition
de la loi exponentielle de parametre 1. Ainsi, la suite (n(1 — M,,)),>, converge en loi vers une
variable aléatoire exponentielle de parametre 1.

2. Soitt<0.0Ona

n n 1
H)(Mst)sn)(ﬁSO):H)(MHSO):—H,

n n 2

donc IP(nM,,* <t) — o quand n — co. Soit maintenant t > 0. On a
P(nM,' <t)=P(nM,"' <t,M, >o)+P(nM,' <t,M, <o).

D’aprés ce qui a été fait précédemment, P(nM,' <t,M, <o) — o. Et

IP(Mi <t,M, > o) - IP(MH > ?)

- Jﬁd_x"

B o T(1 4+ x7)

= 1—irl(z+ar&an(z))i1
T\ 2 t

t
— 1 —exp(—;),



car ar¢tan(x) = & — £ + o(5) quand x — co. Ainsi, la suite (nM,"),5, converge en loi vers une

variable aléatoire exponentielle de parametre .
O

2 — Convergences en probabilité
NN

f?(ercice 6.
1. Montrer qu’une suite de variables aléatoires réelles X,, converge en probabilité vers une variable
aléatoire X si et seulement si de toute sous-suite de cette suite on peut extraire une sous-sous-
suite qui converge ps vers X.

2. Montrer que si une suite de variables aléatoires réelles X, converge en probabilité vers une va-
riable aléatoire X et si f : R — R e$t continue, alors f(X,,) converge en probabilité vers f(X).

3. Soit (X},),>, une suite de variables aléatoires réelles qui converge en probabilité vers X. On sup-

pose qu’il exiSte une variable aléatoire positive Y telle que E[Y] < oo et |X,,| < Y pour tout n > 1.
Montrer que E[X,,] — E[Y] lorsque n — 0.

Corrigé :

1. L'implication et claire, car d’apres un résultat du cours on peut extraire une sous-suite conver-
geante p.s. vers X pour toute suite de variables aléatoires convergeant en probabilité vers X.
Pour la réciproque, raisonnons par ’absurde en supposant qu’il existe € > o et une extraltrice
¢ telle que IP(|Xy () — X| < €) > € pour tout n > 1. Par hypotheése, il exite une extractice  telle que
Xg(p(n)) converge en probabilité vers X quand n — co. Ceci contredit le fait que P(|X(y(n)) — X <
€) > € pour tout n > 1.
2. D’apres la premiere question, il suffit de montrer que si ¢ e$t une extractrice, il existe une extrac-
trice ¢ telle que f(Xy(y(n))) converge p.s. vers f(X). D’apres la premiere question, il existe une
extractrice i telle que Xy (n)) converge p.s. vers X. La conclusion en découle par continuité de f.

3. Il suffit de montrer que pour toute extraction ¢, il existe une autre extraction ¢ telle que E [dep(n)] —
[E[Y] lorsque n — oo. Soit donc ¢ une extraction. D’apres la premiere question, il existe une
extraction @ telle que Xyoy(n) converge presque stirement vers X lorsque n — oo. Le fait que
E [X¢O¢(H)] — [E[Y] lorsque n — oo e$t alors une simple conséquence du théoréeme de convergence
dominée.

O

—>0C—"D0<—

‘Exercice 7. (Probléme du colle®ionneur) Soit (X, k > 1) une suite de variables aléatoires indépendantes
uniformément distribuées sur {1,2,...,n}. Soit

T,=inflm>1:{X,,....X,,} ={1,2,...,n}}

le premier temps ou toutes les valeurs ont été observées.

1. Soit t) =inf{m > 1: |{X,,..., X,,,}| = k}. Montrer que les variables (7;'-7;’_ ),<x<, sont indépendantes,
et déterminer leurs lois respetives.

2. En déduire que T,/(nlogn) — 1 en probabilité.

Corrigé :



1. Ona 1] =1.Soit (t,,...,t,) € (N*)""'. On veut calculer P(t} -t} = t,,..., 1, — 1,_, = t,). En posant
t;=10na

n n n n
P(t) -1 =t,,..., T, — T, = 1t,)

n—1
Z:P

ﬂ {Xt1+...+tk = O-(k)’Xt1+...+l‘k-¢—1 € {0(1)""10(]()}""1
o€S, k=1

Xt 4ottytty,,—1 € {0(1):-"10(]()}} N {Xt,+...+tn = G(”)}]

- Ll

g€S, k=2

ey k-1\*"
oot n
k=2

- LS

k=2

Donc les variables aléatoires (7; — 7;__, ),<k<, sont indépendantes, et ont respectivement pour loi

e

i>1

Cette loi e$t la loi de Gi + 1 ou Gy suit la loi géométrique de parameétre (k —1)/n.
2. OnaT,=1,+) (1 — 1) et donc

n
n
IE(TH) =1+ kZm =1 +1/1Hn,1,
=2

ou H,, est la série harmonique et

n

(k—1)/n )
m <Cn®.

=2

n
Var(T,) = ZVar(Tk —Tp_q) =
k=2 k

Donc pour tout € > o,

Var(T,) < C

P(|T, - IE(T,)| > enl < :
(IT, (T, > en Og(n)) = £2n210g(n)2 - Ezlog(n)z

Donc (T, - E(T,,))/(nlog(n)) — o en probabilité. Or [E(T,) ~ nlog(n) quand n — co. Donc pour tout
e>oon a{|T, —nlog(n)| > 2enlog(n)} C {|T,, — E(T,)| > enlog(n)} pour n assez grand. On obtient
ainsi le résultat.

O

——>0C=—=0<—
‘Exercice 8. Soit (X,)u>: une suite de variables aléatoires réelles et X une v.a. réelles définies sur (Q, A, IP).
On suppose que X,, — X en probabilité sous IP. Montrer que si Q est une mesure de probabilité sur (Q,.A)
absolument continue par rapport a [P, alors X,, — X en probabilité sous Q.

Corrigé :
La fagn la plus rapide de faire cette exercice est d’utiliser ce qu’on connait déja : d’apres Radon-Nikodym
on peut trouver une fonétion f mesurable positive qui vérifie

VAe A Q(A)= JfllAdIP,

6



et de plus IdeP =1 < oo, donc f est intégrable. Ensuite, par I’absolue continuité de I’intégrale,
Ve>o0,3d6>0, YA A P(A)<d=>Q(A)<e.
Et enfin, soit 7 > o, pour n assez grand IP[|X,, — X| > 1] < 0, donc pour n assez grand Q[|X,, - X|>#n]<e. O

3 — Convergences L7
SN

‘Exercice 9. (Uniforme intégrabilité) Soit (X,,),>, une suite de variables aléatoires réelles sur (Q3, A, P).
On dit que la suite (X,,) e§t uniformément intégrable (ou equiintégraable ou u.i.) si

im sup E[|X,[1x,>my] = o

1
M—oo n>1

1. Montrer que si (X,),>; e$t dominée par une v.a. Y intégrable, alors (X,,),>, eSt u.i.

2. Montrer que si (X,),>; est u.i. alors
sup E[|X;|] < oo,

nx1
mais que la réciproque e$t fausse.
3. On suppose que (X,,),,>, et u.i. Montrer que
Ve>o0, J0>0, VA A, P(A) <6 = supE[|X,|1,] <e.

n>1

Montrer que la réciproque e$t vraie a condition de supposer sup E[|X,,|] < co.
4. Soit p > 1, montrer que si (X,,),>, e$t bornée dans IL? (ie sup E[|X,|P] < o), alors (X},),>; €St u.i.
5. On suppose que X,, — X p.s.
(a) On suppose que X,, — X dans IL', montrer que (X,,),>, et u.i.
(b) Réciproquement, on suppose que (X,),>; et u.i.
i. Montrer que X est intégrable.
ii. Montrer que la suite (X, — X),,>, est u.i.
iii. En déduire que X,, —» X dans IL".

Corrigé :
Ceci e$t bienstr réminscent de 1’exercice 9 du TD 4.

1. Pour tout n, |X,| <Y, donc pour tout n
E[I1X,1yx,>m] < E[IY[Ljyisan] — o

par convergence dominée.

2. Si (X,)u>, est ui. alors limpy_, sup,», EB[|X,|1{x, >m] = 0, on peut ainsi trouver M, tel qu’on ait
sup,,>, E[|X,|1yx,>m,}] = Ko < 00. On a alors

supE[|X,,|] > K, + M, < co.

nx1

Pour un contre-exemple a la réciproque, il suffit de prendre des approximations de la mesure de

dirac, ou en terme de v.a. IP[X,, =n] = | et P[X,, =o] =1 — -



3. Soit € > 0, comme (X,,) est u.i., on peut trouver M, tel que sup,, E[|X,|1jx >m,}] < €/2. Ensuite,
siAeA,

E[IX,14] = E[IX,1angx,sm, ]+ ENIXalTangx,j<m, )]
§+M11P(A).

IA

Donc avec 6 = ;i on a le résultat souhaité. Pour la réciproque, si M >

I'inégalité Markov ]'P[Xn > M] < 6 et par I'hypothese

sup E[|X, []
——5—, alors par

E[|X
E[[Xp|1yx, smyl <€ Y21 YM> %“””

4. On suppose que sup, [|X,ll, < oo, et on va essayer d’appliquer le critére précédent. Par Holder ou
Jensen E[|X,|] <[|X,ll,, donc la premiére hypothese eét vérifiée. Maintenant par Holder :

IEHan]]-A] < ”Xn”pIP(A)l/q:

q
avec q < co puisqu’on a pris p > 1, et avec 0 = ( ) on a la relation voulue.

&
sup|[X,ll,
5. On suppose que X,, — X p.s.

(a) On suppose que X,, — X dans IL', on va a nouveau utiliser le critére de la question 3. Comme
E[|X,|] — E[|X]], la suite eSt bornée et on a la premiére hypothése. Prenons ¢ > o, et soit N > o
tq Vn> N, E[|X,, — X|] < &/2. On peut trouver 9, et 9, tels que

PA) <o, = ma>l<\]IE[|X,~|]lA] <E,

1<1<

P(A) <6, = IE[|X|11A]<§.

Ensuitesin> N, on a
E[|1X,|14] < E[IX, - X|]+ E[|X|L4] < &.
(b) Réciproquement, on suppose que (X,,),>, est u.i.
i. Par Fatou,
E[|X]|] < liminfE[|X,|] <supE[|X,]] < oo
ii. On utilise & nouveau le critére de la question 3., mais je n‘ai pas envie de le faire une
troisieme fois.

iii. Soit & >oet M, >otel quesup,., E[|X,~X|Lyx _xj>m,}] < €. Lasuite de v.a. |X,,—X|1yx _x|<m,)
converge vers o p.s. et e§t dominée par M,, donc par convergence dominée

E[|X,, - X|] = E[|X,, - X[1yx,—xj>m,) ] + E[IX, = X[ 1yx, -x1<m,)] < € +0(1),

ce qui acheve la démonstration.

4 — Pour préparer I’examen
N N
Réviser le cours et ce qui a été fait en TD. Chercher des exercices examens des années précédents (les

énoncés sont disponibles sur le site d’enseignement du DMA —http://www.math.ens.fr/enseignement
— partie Archives pédagogiques, puis Annales d’examens).



5 — Compléments (hors TD)

f?(ercice 10.
1. Soit m une mesure de probabilité sur (IR, B(RR)). Pour tout n > 1, on définit une mesure de proba-
bilité m,, sur (R, B(IR)) par :
my = ) m([k/m, (K +1)/n)ogn
keZ
Montrer que (m,,,n > 1) converge étroitement vers 1.

2. En déduire que si (X,,),>, eSt une suite de variables aléatoires, chaque X,, étant de loi géométrique
de parametre e~/ alors la suite (X,,/n),>, converge en loi vers une variable aléatoire exponen-
tielle de parametre 1.

Corrigé :

1. Soit X une variable aléatoire réelle définie sur un espace (€2, .4, IP) de loi m. Alors on voit que pour
tout n > 1, la variable aléatoire Y, = |[nX|/n (|x] désigne la partie entiere de x) suit la loi m,,. Et
Y, = X p.s. Donc Y, — X en loi, ce qui signifie que m,, — m étroitement.

2. On pose m(dx) = e " 1{x5o) dx. Alors on vérifie que pour tout n > 1, m, est la loi de la variable
aléatoire X,,/n. En effet,

(k+1)/n
P(X, = k) = efk/n _ e—(k+1)/n — j e X dx = m,({k/n}).
k/n
O
—>0C—=—=0<—

‘Exercice 11. Soient (X,)u>: une suite de variables aléatoires constantes, respeltivement égales p.s. a
X, € R, et X une variable aléatoire réelle. Montrer que X,, — X en loi si et seulement si il existe x € R tel
que X et de loi o, et x,, — x quand n — oo.

Corrigé :
Six,, — x et si X e§t de loi 9, alors pour toute fonction continue g : IR — R on a E(g(X},)) = g(x,,) — g(x) =
[E(g(X)), ce qui signifie que X,, — X en loi.

Si X,, — X en loi alors Fx (t) — Fx(t) pour tout ¢t € D ou D est 'ensemble des points de continuité
de F (D et dense car le complémentaire d’un ensemble dénombrable). Pour tout t € R, on a Fx (f) € {o, 1}
et donc Fx(t) € {o,1} pour tout t € D. Comme Fy e$t croissante, il existe x € R tel que X e$t de loi 9,. Soit
O un ouvert contenant x. Alors

liminfP(X,, € O)>P(X € O) =1.
n—-00
Ainsi liminf, , P(X, € O) = 1 ce qui signifie que x,, € O a partir d’un certain rang. On a donc bien
X, — x quand n — oo. O
—>0C—=D0<—

Exercice 12. Soit (Q, F,IP) un espace probabilisé. On suppose que Q e§t dénombrable et que la tribu
F st P(Q)). Montrer que les convergences “presque-stir” et “en probabilité” sont équivalentes sur cet
espace (pour des variables aléatoires a valeur dans un espace métrique (E,d)).

Corrigé :
On énumere Q = {w;};>,. Soit X et (X,,) des variables aléatoires définies sur (Q2, F,P) telles que



Pour montrer que X,, converge p.s. vers X, il suffit de montrer que pour tout k > 1

P({w,limsupd(X,(w), X(w)) > 1/k}) = o.

n—-oo

Soit w; € Q) tel que IP({w;}) > 0. D’apres la convergence en probabilité de X,, vers X, on a

P(lw, d(Xy(w), X(0)) 2 1/k}) ~ — o
Ainsi, a partir d’un certain rang, w; ¢ {w,d(X,(w), X(w)) > €}. On en déduit que pour tout w; de proba-
bilité Strictement positive, limsupd(X,(w;), X(w;)) < 1/k. La dénombrabilité de () permet de conclure.
O
——>0C—=—=D0<—

Exercice 13. (%’) Soit (Y,),>, une suite de variables aléatoires réelles suivant respetivement une loi
gaussienne N(m,, o) avec m, € R et 0,, > 0. Montrer que cette suite converge en loi vers une variable
réelle Y si et seulement si les deux suites (m,,),s, et (0,),>0 convergent vers respeltivement m et o, et
identifier la loi limite.

Corrigé :

On rappelle que la fon&tion cara&téri§tique d’une gaussienne N (m,0?) de moyenne m et de variance
o est D, ,2(t) = exp(imt — 0>t>/2). La réciproque découle ainsi immédiatement du théoréme de Lévy
(petite remarque : lorsque o = o, la gaussienne N (m,0?) e§t par convention con$tante égale a m).

Pour l'implication, supposons que Y, converge en loi vers Y. Le théoréme de Lévy garantit que
exp(im,t — o5t>/2) converge pour tout réel t lorsque n — oo, et donc que exp(—o;;t>/2) converge (en
prenant le module). Il s’ensuit que o, converge vers 0> € R U {oo}. Or |E[exp(itY,)]| converge vers
|E[exp(itY)]| qui e§t une fonétion continue en ¢, ce qui exclut le cas 0> = oo (car alors |E[exp(itY,)]| —
]lt:o)-

I1 s’ensuit que exp(im,t) converge pour tout réel t lorsque n — co. Montrons que cela entraine la
convergence de la suite (m,). Si on sait a priori que la suite (m,,) e§t bornée, c’e§t facile : si m et m’ sont
deux valeurs d’adhérence on a exp(imt) = exp(im’t) pour tout t € R, ce qui entraine m = m’. Supposons la
suite (m,,) non bornée et montrons qu’on arrive a une contradiction. On extrait une sous-suite (1, ) qui
converge vers +oo (on fait le méme raisonnement pour —co). Alors pour tout A > o, d’apres le théoreme
de Portmanteau :

P(Y >A)> hflj:jpl[)(ynk >A)>1/2
puisque pour k suffisamment grand on a P(Y, > A) > IP(Y, > m, )= 1/2. La contradiction souhaitée
arrive en faisant tendre A — co. O
——>0C—=—=D0<—
Exercice 14. (3) Soit A > 1 fixé et soit (X¢)>o une famille de variables aléatoires telle que, pour tout
t > 0, X, suit une loi géométrique de parameétre 1 —e™!, c’e§t-a-dire que

P[X,=k]=e"f(1-e7"), k>1.

Soit (U,),>, une suite de variables aléatoires telle que AU,, — In(n) converge en probabilité vers —In(&)
lorsque n — oo, ou £ e$t une variable aléatoire exponentielle de parametre 1. On suppose de plus que les
deux familles (X;);>, et (U,),>, sont indépendantes.

Montrer que, lorsque n — oo, Xy / n'/* converge en loi vers une variable aléatoire exponentielle, dont

le parametre est aléatoire et vaut £/

Corrigé :

On va utiliser les fonétions caraétéristiques. Pour cela, calculons d’abord la fonction caractéristique
de X; :
1

; o uelk
e'(1—e ')

IE[eiuXt] _
1—
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Par indépendence de (X;);>, et U,, on a donc

1
: /A |
1 —eU"(1 _e—lu/n )

En faisant un développant limité, on voit que, presque strment,

E [EiuXUn/n’M:I =E

1 81//\
 — —_—
1—eU"(1—e_l“/”1M) noeo gV _jy

Vs>o0, VtelR,

1
1-e(1—e )|

D’apres le théoréme de convergence dominé, on en déduit que

/A
JE[ei”Xun/”“] S
n—o00 51//\ —iu

Le résultat en découle car, on a x/(x—iu)=E [ei”EXp(x)], ou Exp(x) e$t une variable aléatoire exponentielle
de parametre x. O
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