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TD 5 — Théoremes de Fubini, calculs @
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1 — Petites questions
TN

o) Expliquer pourquoi il n’y a pas de faute d’orthographe dans le titre du TD.
x> — }/2
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Calculer alors J dxf dyf(x,p) et J dyf dxf(x,y). Diabolique, non?
o o o o
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dxdy, calculer J- lzlﬂdx.

o X' —1

1) Soit f la fon&tion définie sur [o, 1] par f(x,y) = si(x,9)#(o,0)et f(x,y)=o0six=yp =o.

c 1z > Z 1
2) En considérant I'intégrale J-

R (1+9)(1+x°Y)

3) En remarquant que x™ ' sin(x) = fol cos(xy)dy, calculer pour tout t > o I'intégrale suivante

+00
J x"'sin(x)e ™ dx.
o

2 — Théoremes de Fubini
N TN ——

Exercice 1. (Truc de ouf) Soit f : R — R une fonction borélienne. Montrer que

pour A presque tout y € R, A{xeR; f(x)=v}) =o.
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Exercice 2. (Quelque chose d’utile) Sur un espace mesuré o-fini (E, A, #), on considere f : (E, A, u) —
(R,, B(IR,)) une fonétion mesurable

1. Soit g: R, — R, une fontion croissante de classe C' telle que g(0) = 0. Montrer que

+0o0
| goran= [ giomis=ma
E o
Indication : On pourra écrire g(f(t)) comme une intégrale.

2. Montrer que J fdp= f wf > thdt.
E o

3. On suppose que p est finie et qu’il existe p > 1 et ¢ > o tels que pour tout t > o, u({|f| > t}) < ct7P.
Montrer que f € ILY(E, A, u) pour tout g € [1,p[. A-t-on forcément f € ILP(E, A, u)?

Pour des queStions, demande de précisions ou explications, n’hésitez pas a m'envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



3 - Calculs

f?(ercice 3. . . .
1. Soit (f,),>o, une suite de fonctions (E, A, u) — (R, B(IR)) intégrables. Montrer que

ZL fuldp < 0o = Z(Lfndy) - L[Zf”]d”'

n=o n=o n=o

1 oo ¢
J‘ Inx dx,j 51?(ax)dx.
o 1—X o € -1
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2. Calculer les intégrales

Exercice 4. Soit ¢ : ([0o,1], B([0,1])) = (R, B(IR)) une fonction intégrable pour la mesure de Lebesgue. On

définit F: R, — R, par
F(t) = f A\ e(x)? +tdx.
[0,1]

1. Montrer que F e$§t continue sur R, et dérivable sur IR,.

2. Donner une condition nécessaire et suffisante sur ¢ pour que F soit dérivable en o.

3 — A chercher pour la prochaine fois
NN

‘Exercice 5. (D’aprés Partiel 2008) Etudier la convergence de la suite u,, = j sin(t’)

Jo,00 —t”(1+t)dt- On précisera la

limite si elle exiSte et on justifiera soigneusement la réponse.
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‘Exercice 6. Soit f : ([0, +oo[, B([0, +00[) — ([0, +o0[, B([0, +0[)) une fonction mesurable.
1. Montrer que l'on définit une fonétion continue F : [0, +co[ — R par la formule

F(x) = JWM&, x>o.

1+t

2. Calculer la limite de F(x) quand x — oo.
3. Montrer que F e$t dérivable sur o, +co|.

4. Donner une condition nécessaire et suffisante sur f pour que F soit dérivable en o.

4 - Compléments (hors TD)

Exercice 7. On définit une fonétion p: P(RR) — [0, +0o] par
e u(A) =osi A eSt une partie finie ou dénombrable,

e y(A) = +oo sinon.

aVl

n
nz1
compact de [o, 1], infini non-dénombrable et de mesure de Lebesgue nulle. On pose C = {(x,y) e RxIR:

x—-yeK}

Soit K l’espace triadique de Cantor défini par K = { :(@y)pss € {0,2)N Y. On rappelle que K et un



1. Vérifier que p est une mesure sur (R, P(R)).
2. Montrer que C € B(R) ® P(R).

3. Calculer les intégrales J- (j ]lc(x,y)y(dy)) dx et f (J ]lc(x,y)dx) u(dy). Conclure.
R\JR R \JR
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Exercice 8. Soient y et v deux mesures o-finies sur la tribu borélienne de RR.
1. Montrer que 'ensemble D, = {x € R : p({x}) > o} est fini ou dénombrable.
2. Soit A = {(x,x) : x € R} la diagonale de R*>. Montrer que y® v(A) = Z,u({x})v({x}).

x€R
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‘Exercice 9. (La fon&ion T)
Pour tout t > o on pose

['(t)= J x' e dx.
o

1. Montrer que ceci définit une fonc¢tion de classe C* sur IRY,.
2. Montrer la formule d’Euler : pour tout t > o,
n'n!

L) :nh—{go tt+1)...(t+n)

Indication : on pourra considérer la suite de fon&tions (f;),>, définies par

X

fyn : x €]o, o[> 1]o,n[(x)(1 - ;)n XL
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‘Exercice 10. Soit @ : ([0,1],B([0o,1])) = (R, B(R)) une fonction intégrable pour la mesure de Lebesgue.
On définit G: R — R, par

G(t)zf[ Tot) i

1. Montrer que G e$t continue sur RR.

2. Montrer que G e$t dérivable en t € R si et seulement si

ou A désigne la mesure de Lebesgue.




