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%Xercices additionels : Radon-Nikodym et mesures — Corrigi%
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1 — Théoreme de Radon—Nikodym
W
‘Exercice 1. (Contre-Exemple a R-N) Soit m la mesure de comptage sur (R, P(RR)) c’e§t-a-dire que m(A) =
#A pour toute partie A de R. On note m,, la restriction de m a la tribu borélienne de RR.
1. Montrer que la mesure de Lebesgue e§t absolument continue par rapport a m,,.

2. Montrer qu’il n’existe pas de fonétion mesurable f : R — IR, telle que A = f - m,, ou A désigne la
mesure de Lebesgue.

3. Conclure quelque chose d’intelligent et intelligible.

Corrigé :

1. Soit A € B(RR) telle que m,(A) = 0. Alors A = @ et donc A(A) =o.

2. Supposons qu’il exi$te une telle fonction f. Alors pour tout x € R, on a

o= A({x)) = f{ Famo = fx)

Ainsi f = o puis A = o. Contradiétion.
3. La mesure y, n'est pas o-finie et le théoreme de Radon-Nikodym ne s’applique pas.
O
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‘Exercice 2. (Quantification de I’absolue continuité) Soient p et v deux mesures sur un espace mesu-
rable (E, A).

1. On suppose que pour tout ¢ > o, il existe 7 > o tel que pour tout A € A,
uA)<n = v(A)<Le.

Montrer que v e$t absolument continue par rapport a p.

2. Montrer que la réciproque est vraie dans le cas ou la mesure v est finie. Que se passe-t-il si v e$t
infinie ?

Corrigé :

1. Soit A € A tel que p(A) = o. Alors pour tout € >0 on a v(A) < € c’e§t-a-dire v(A) = o.

Pour des queStions, demande de précisions ou explications, —n’hésitez pas a m'envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



2. On suppose que l'assertion n’e§t pas vérifiée. Soient € > o et une suite (A,),s, tels que, pour
tout n > 1, u(A,) < 27" et v(A,) > €. Notons B,, = Uy, Ay pour tout n > 1 et B =N,5,B,. Alors
d’apres le lemme de Borel-Cantelli, on a y(B) = o, puis v(B) = o. Par ailleurs, pour tout n > 1, on a
v(B,) > v(A,) > €. Et la suite (B,,),,», e$t décroissante pour l'inclusion. La mesure v étant finie, on
en déduit que

v(B) = lim v(B,,) > ¢,

n—-o00
ce qui est contradictoire.

ATTENTION : on ne peut pas dire que y a une densité par rapport a v : les mesures n’étant pas
nécessairement sigma-finies, on ne peut pas utiliser le théoreme de Radon-Nikodym.

Lorsque v = o0, il eét facile de construire un contre-exemple (par exemple prendre p et v sur R,
p absolument continue par rapport a v avec une densité non intégrable, par exemple x — ).

2 — Mesures
g N

Exercice 3. (Le retour du diable) On con§truit récursivement une suite ( fu)nso de fonctions continues
sur [o,1] telles que f(0) = o et f(1) = 1 comme suit. On pose f,(x) = x pour x € [0,1]. On con$truit f,,,
a partir de f, en remplacant f,, sur chaque intervalle maximal [u,v] ou elle n’e§t pas con$tante, par la
4V 2V

fon&tion linéaire par morceaux qui vaut (f,(u) + f,(v))/2 sur % 35 5l
1. Verifier que |f,;,(x) — f,(x)] < 27" pour tout n > o et x € [0,1]. En déduire que f,, converge uni-
formément sur [o, 1] vers une fon&tion continue notée fz;4p/e-

2. Soit pgiap. la mesure sur [o, 1] définie comme étant la mesure de Stieljes associée a fj;,p.. Mon-
trer que pgiap. €St étrangere par rapport a la mesure de Lebesgue. La mesure pg;,p. a-t-elle des
atomes?

Corrigé :

1. On prouve aisément que |f,,(x)— f,(x)| < 27" pour tout n > o et x € [0, 1] en utilisant la définition
de f,. Il s’ensuit que la série de fonctions ) > (f,+: — fu) converge uniformément sur [o, 1] vers
une fontion continue, et le résultat en découle. On appelle f l'escalier du diable (cf TD 4):

A

L —
-

2. Rappelons la con§truction de I’ensemble triadique de Cantor. On pose K, = [0,1]. On définit une
suite (K,,n > o) de la facon suivante : connaissant K,,, qui est une réunion d’intervalles fermés
disjoints, on définit K,,,, en retirant dans chacun des intervalles de K, un intervalle ouvert centré



au centre de chaque intervalle, de longueur 1/3 fois celle de l'intervalle. On pose K = (1,5, K},
appelé ensemble triadique de Cantor. Par construction, le support de la mesure j;,p;. €St I'en-
semble de Cantor triadique, qui e$t de mesure de Lebesgue nulle (voir exercice 6 du TD 2). Ainsi
Haiavle €t la mesure de Lebesgue sont étrangeéres. Cependant, p;,57, n'a pas d’atomes, car la fonc-
tion croissante f;;,p. €$t continue.

O
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Exercice 4. (Lespace M(RR))

(i) Montrer que M(IR) 'espace des mesures boréliennes signées sur R est un espace de Banach pour
la norme

p s

ou ||l = [p|(IR).
(ii) Soit (X,.A, p) un espace mesuré fini. Montrer que pour tout f € L'(X, A, p) :

If =11 - pll,
ou (f - p) est la mesure absolument continue par rapport a y de densité f.

Corrigé :

(i) Soit (py),>, une suite de Cauchy pour la norme || -||.

Etape 1: pour tout borélien A de Ret n,p > 1, on a |p,,(A) = pp(A)| < |lun — ppll, ce qui implique que
la suite (p,,(A)),>, est de Cauchy dans IR, et converge donc vers une limite notée u(A).

Etape 2 : montrons que y et une mesure. Prouvons tout d’abord que :

lim sup{l(A) - p,(A)]; A € B(R)} = o. (1)

A cet effet, soient € > o et 1, > 1 tels que [|u, — pill < € pour n,k > n,. Soit A € B(R). On choisit
k> n, tel que |u(A)— ur(A)| < e. Alors pour n > n, :

|1#(A) = pu(A) < [U(A) = pic(A)| + |px(A) = pn(A)] < € + lpy — pll < 26,

ce qui prouve (1).

Ensuite, les mesures y,, sont en particulier finiment additives, ce qui implique aisément que y
est finiment additive. Montrons maintenant que y e$t o-finie. Soient (4;);>, des boréliens disjoints
et € > 0. D’apres (1), il existe n, > o tel que pour n >n :

sup([j(A) — p(A); A € BR)) < e.

On choisit ensuite k, > o tel que pour tout k >k, :

Hn L_J /L' <e.
i>k+1
En particulier, ceci implique que pour k >k, :
1 U Aj|<ze.

i>k+1



Par additivité (finie) de u, on obtient finalement pour tout k > k, :

k
o |-y o U

i>1 i>k+1
Ceci étant vrai pour tout € > o, la o-additivité de p en découle, ce qui prouve que y et une
mesure.

<2e.

Etape 3 : on vérifie que |pt, — p| = o. Ceci découle immédiatement de (1) et de I'inégalité
Vil = v(X*) + [v(X7)| < 2supf[v(A)]; A € B(R)}

vérifiée pour une mesure signée v sur R (ou on a noté X les supports de v™).
(ii) Il suffit de remarquer que l’écriture f-p=f"-pu— f~ - p est la décomposition de Hahn de f -y, ce
qui implique :

If -l = ffww ff-dy - IflL.

3 — Dualité I.” — L7
T R N —
On rappelle le résultat suivant, appelé dualité ILP — L. Soit v une mesure o-finie sur (E,A), soit
p € [1,00[ et soit g I’exposant conjugé de p. Alors, si @ e§t une forme linéaire continue sur IL”(E, A, v), il

existe une unique application g € ILY(E, A, v) telle que pour tout f € LP(E, A,v), D(f) = jfgdv. De plus
la norme d’opérateur de P est ||| = [|g]l,-

Fxercice 5. (Séquentielle compacité faible) Soit p €]1, 0 et g son exposant conjugué, QO C R un ouvert
de R et y la mesure de Lebesgue. Soit (f,) une suite bornée de ILP(Q) ( c-a-d que la suite (||f,llp)n>, est
bornée).

1. Montrer que ILY(Q)) est séparable (c’e$t a dire qu’il contient une partie dénombrable dense).

2. Soit D une partie dénombrable dense de IL(Q)). Montrer qu’il exiSte une sous-suite ( fon)) telle
que pour tout h e D,

n—oo

lim j fomhdp existe dans R.

3. Montrer que pour tout g € L1(Q),

¢(g) = lim J fo(ngdp existe dans R.

4. En déduire qu’il existe f € ILP(Q) telle que I'on ait convergence faible dans IL”(Q)) de la suite (fy(n))
vers f, c’e§t-a-dire :

n—oo

Vg e L1(Q hmjf(p \gdp = Jfgd;/t

5. Le résultat précédent subsiste-t-il pour p =17

Corrigé :

1. On sait déja que les fonétions en escalier sont denses dans ILY, il suffit donc d’en trouver une
sous famille dénombrable qui soit dense dans les fonctions en escalier. Par exemple, celles qui
vérifient : ”les intervalles |x;, x;,,[ sur lesquelles la fonction est constantes sont & bornes ration-
nelles, et les valeurs a; de la fonction sur ces intervalles sont aussi rationnelles” constituent bien
une famille dénombrable.



2. Il s’agit d’un simple procédé diagonal : on commence par numéroter tous les fonctions de D :
hy,h,,.... Considérons h,, par Holder, la suite (jfnhld//t)n est bornée par ||k, ||, sup, [|f,ll,, donc
comme il s’agit d’une suite de réels, on peut trouver une extraltrice ¢, telle que jflpl(n)hldy
converge. Ensuite en considérant la suite (jfll)l(n)h2d/")n on construit une extratrice i, telle que

jflplo%(n)@dy converge, et par récurrence on con$truit une suite d’extractrice (¢y)x qui vérifie
que pour tout k

Jfllilo-"owk(n)hkd” converge quand 1 — oo.

Si la famille (hy) était finie, il suffirait de prendre ¢, o--- o 1y et on aurait ce qu’il faut, mais avec
une famille infinie il faut ruser. On définit ¢@(n) = ¢, o --- o P, (n). Je laisse au lecteur le soin de
vérifier que pour tout n > k, il existe M > n tel que @(m) = 1, o--- o Px(M) et d’en déduire que
jf(p(n)hkdy converge quand n — oo pour tout k.

3. Le plus simple pour montrer que la suite qu)(n)gdy converge e$t de montrer qu’elle est de Cauchy.
Soit € > o, et soit i une fonction de D qui vérifie ||g — h||q < e. Soient n,m > o,

J’_

’ff@(n)gdﬂ_ffw(m)gdﬂ‘ < Uf(pm)(g—h)dy ff¢<m>(g—h)dy’
Jﬁp(mhdﬂ—fﬁp(mhdy‘.

Par Holder les deux premiers termes sont inférieurs a (sup||f,ll,)¢ et comme la suite Jf(p(,l)hdy
converge (par la question précédente) elle est de Cauchy, donc il existe n, tel que si n,m > n,,

Ufcpm)gdﬂ - Jf(p(mgdﬂ

ce qui montre que la suite e§t de Cauchy.

+

<(2supllflly + 1)e,

4. Ala que§tion précédente on a définie une fon&ion de L9 dans R :

Ici on veut utiliser le théoreme de dualité entre IL? et IL7 : si p est o-finie et p < oo alors il y a
bijection entre IL7(y) et les formes linéaires continues sur IL”(y) et cette bijection est f + ¢ : g+
jfgdy. Donc pour répondre a la question il suffit de montrer que ¢ e$t une forme linéaire conti-
nue. La linéarité est facile a montrer et la continuité découle de Holder : ¢(g) < (sup||f,ll,)lgll4- Et
voila !

5. Non, le résultat n’est plus vrai pour p = 1 : prenons la suite de fonction f, = 1|, 4] qui est bien
bornée dans IL', et supposons qu’il existe une extratrice @ et une fon&tion f € IL' telle que pour
toute fonétion g € L™, limfﬁp(n)gdy = ffgd;/t. Regardons des fonctions particuliéres :

— la fon¢tions g = 1g montre que fIRfd,u =1
— la suite de fonction g; = 1y, montre que fkkﬂ fdpu = o pour tout k
Ces deux résultats sont contradictoires, ce qui conclut la preuve par ’absurde.

O
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‘Exercice 6. (Petit contre-exemple) Soient E = {a,b} et p la mesure définie sur P(E) par p({a}) = 1 et
u({b}) = u(E) = +oo. Caraltériser IL™(u) et le dual topologique de IL* (u). Conclure.

Corrigé :



Onall® ={f:E—>R}etL'={f : E—> R| f(b) = o}. Donc le dual topologique de L" eét (L")’ =
{f €L" > af(a): @ € R}. On voit ici que l'application g € L™ > @, € (L") (ou D, : f € L fEfgdy)
et surjective mais pas injective. La mesure p n’est pas o-finie et le théoreme de dualité (avec p = 1 et
q = +o0) ne s’applique pas dans ce cas. o

4 — Pour préparer le partiel a venir
N N
Chercher des exercices des partiels des années précédents (les énoncés sur disponibles sur le site

d’enseignement du DMA - http://www.math.ens.fr/enseignement — partie Archives pédagogiques,
puis Annales d’examens).

5 — Compléments (hors TD)
NN

Exercice 7. (Fon&ions a variation finie) Soit une fon¢tion f : [a,b] — R.
1. Montrer que les conditions suivantes sont équivalentes :
(i) f s’écrit comme une différence de deux fontions croissantes continues a droite.
(ii) Il existe une mesure signée y sur [a, b] telle que f(x) = u([a,x]) pour tout x € [a, b].
(iii) f est continue a droite et a variation bornée c’e§t-a-dire que f vérifie la condition suivante

n—1

sup ) [f(ai1)— f(a)] < oo,

n>2,a<a,<..<a,<b ;7

2. Donner un exemple de fontion continue [0, 1] — R qui ne soit pas a variation finie.

Corrigé :

(i)=(ii) : On suppose que f = g—h+f(a) avec g et h croissantes, continues a droite et g(a) = h(a) = o.
Soit v, (resp. vy,) la mesure de Stieljes associée a g (resp. h). Posons

p=vg—vyp+f(a)dg.

Alors p et une mesure signée sur [a, b] telle que f(x) = p([a, x]) pour tout x € [a, b].

(ii)=(iii) : I1 e$t évident que f e$t continue a droite. Soient n > 2 et a,,...,a, vérifianta<a, <...<
a, <b. Alors

Y Ift@) = flai)l= ) IpQaiy,aDl < ) lul(laiy,a) < |p([a,b]).

Donc f est a variation bornée.
(iii)=(i) : Pour tout x € [a, b], posons

n—1

V(x)= sup Z|f(ﬂi+1) — flaj)l
1n22,a<a,<...<a, <X 777

Alors V e$t croissante. On peut donc définir pour tout x € [a,b],

g(x) =lim V().
plx



Ainsi, g e$t croissante et continue a droite. Posons h = g—f. Alors h e§t continue a droite. Montrons
que h est croissante. Soienta<x <y <bete>o.Pourtousn>2eta<a, <...<ag,<x,ona

Viy+e)=fly+e) = |f(y+e)- I+Z|f aiyi) = flapl+1f (x) = flan)l - f(y+¢)

> Z|f(ﬂi+1)— Fanl+1f(x) = f(an)l - f(x)
> Vix)-f(x).

Donc, h(y + €) > h(x) puis en faisant tendre ¢ vers o on obtient h(y) > h(x).
2. La fonction f : x €]o, 1] > xcos(1/x), prolongée par continuité en o n’e$t pas a variation bornée :
considérer la subdivision L L L1
o< —<..<— < —<—<1.
n 3T 2T T

O
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Exercice 8. (Théoreme de Vitali-Saks) Soit (X,.4, 4) un espace mesuré. Une famille (v;);c; de mesures
sur A e$t dite absolument équicontinue par rapport a la mesure p si :

Ve>o0,dA. € A, wAe) <+ooetViel,vi(AS) <,
Ye>o0,d0>0,VAc A, uA)<do=Viel,vi(A)<e

On suppose que A = g(C), ou C et une classe §table par intersection finie contenant X. Le but et de
prouver le résultat suivant

Théoreme de Vitali-Saks. Soit (v,,),>, une suite de mesures finies sur A, absolument équicontinue
par rapport a p et telle que pour tout C € C, lim, v, (C) exi$te dans R,. Alors pour tout A € A, v(A) =
lim, v,(A) existe dans R, et v définit une mesure absolument continue par rapport a p.

1. Soit B={A € A; v(A) =lim, v,(A) exi$te dans R, }. Montrer que B et §table par différence propre
(c-a-d si A,B € B avec A C B, alors B\A € ).

2. Soient (Bg)x>; une suite d’éléments deux a deux disjoints de B et B leur réunion. Montrer que

lim v,(B)= Y lim v, (By).
n—00 k21 n (o]

3. En déduire que B = A.
4. Montrer que I'application v e$t une mesure sur .4, absolument continue par rapport a la mesure

H.

Corrigé :
(ou plutét ébauche de corrigé)
1. Pas de difficulté.

2. D’abord voir que Z lim v,(By) <liminfv,(B) en utilisant le lemme de Fatou (pour la mesure de
n—00

k21 n—00
comptage). Pour prouver que limsupv,(B) < h_)n‘r}O v,(Bg), écrire pour tout e >oetn,k>1:
n—00 k>1
k
Zvn )+ v, | A nﬂB +v,(ASNB),
=1 >k

et utiliser le fait que y(Ae Njsk Bj) — o lorsque k — oo.



3. On voit que B est une classe monotone (on utilise ici ’hypothese X € C), ce qui fournit le résultat

désiré en utilisant le lemme de la classe monotone.

4. Pas de difficulté en utilisant I’équicontinuité.

&O%O&

Dans l'exercice suivant, on note (f - #) la mesure absolument continue par rapport a y de densité f.

FExercice 9. (Exercice 5 dans IL! : cas particulier du théoréme de Dunford-Pettis) Soit (X,.4, ) un
espace mesuré fini. On suppose que A = (C), ou C et une classe dénombrable Stable par intersection
finie contenant X.

1.

Montrer que c’est le cas lorsque X e§t un espace métrique séparable muni de sa tribu borélienne.
Soit (f,),>, une suite bornée de IL' (X, A, u) (cad la suite (||f,ll;).>: €$t bornée) telle que la suite

de mesures (|f,|-#),>, eSt absolument équicontinue par rapport a p (voir I’exercice précédent pour

une définition).

Montrer qu'’il existe une sous-suite (fy(u))u>: telle que les deux suites de mesures définies par

+

v* = f,£ -y vérifient : pour tout C € C, lim,, v¢(n)(C) exi§tent dans R.

n—-oo

. Montrer qu’il existe f € IL'(X, A, p) vérifiant pour tout A€ A : lim J fomdp= f fdp.
A A

. En déduire la convergence faible de fy ) vers f : Vg € L¥(X, A, ), r}LngoLf(P(n)gdﬂ = Lfgd,u.

. Une suite (f,,),>; qui converge faiblement au sens de 4. (mais pour la suite elle-méme) converge-

t-elle nécessairement y-p.p. ou en norme || - ||, vers f ? Comparer avec I’exercice 9 du TD4.

Corrigé :
(ou plutét ébauche de corrigé)

1.

Prendre U = (U,),>, une base dénombrable d’ouverts de X avec U, := X, puis choisir C comme
étant composée par les intersections finies d’éléments de U.

. Pour tout C €C, les suites (v;;(C)),>, sont bornées, donc admettent une valeur d’adhérence. Uti-

liser ensuite le procédé d’extraction diagonal et la dénombrabilité de C.

Appliquer 'exercice précédent aux suites de mesures (v;;),,, puis le théoréme de Radon-Nikodym
a leur limite (justifier qu'on peut 'appliquer!)

. SigelL™(X, A, p), voir que pour tout € > o, il existe une fonction étagée g, telle que [|g— ¢l <e€.

5. Considérer la suite définie sur [o, 1] par f,(x) = sin(nx).




