Intégration et probabilités 2012-2013
TD2 — Fonctions mesurables

1 — Petites questions

1) Soient (X, d) un espace métrique (par exemple R), et f : X — R une fonction continue. Pourquoi f

est-elle mesurable?

2) Soient (X, d) un espace métrique (par exemple R), et (f,,)n>1 une suite de fonctions X — R
mesurables. Pourquoi la fonction lim sup,, _, . f,, est-elle mesurable?

3) Soit f :]0, 1[— R une fonction dérivable. Pourquoi la fonction dérivée f’ est-elle mesurable?

2 — Fonctions mesurables

Exercice 1.

a) Soit (E,A) un espace mesurable et (f,, : E — R),,>; une suite de fonctions mesurables.
Montrer que I'ensemble des x tels que (f,,(x))n>1 admette une limite finie est mesurable.

INDICATION: Pensez au critére de cauchy.

b) (x) Soient (E,A) un espace mesurable, (X, d) un espace métrique et (f, : (E,A) —
(X, B(X))n>1 une suite de fonctions mesurables. On suppose que (fy)n>1 converge sim-
plement vers une fonction f : E — X (c’est-a-dire que pour tout x € E, f,,(x) converge

vers f(x) lorsque n — oo.
Montrer que f: (E, A) — (X, B(X)) est mesurable.

Exercice 2. Soient (X, A, i) un espace mesuréet f: (X, A) — (R, B(R)) une fonction mesurable.
a) Montrer que si u(X) # 0, il existe A € A tel que u(A) > 0 et f soit bornée sur A.

b) Montrer que si u({f # 0}) # 0, alors il existe A € A tel que u(A) > 0 et [f| soit minorée
sur A par une constante strictement positive.

Pour des questions, demande de précisions ou explications, n’hésitez Pas a m’envoyer un mail a
igor.kortchemski@ens.fr , ou bien a venir me voir au bureau V4.



Exercice 3 (Théoreme d’Egoroff). Soit (E, A, n) un espace mesuré tel que u(E) < co. On
considere une suite (f,)n>; de fonctions réelles mesurables sur E et f une fonction réelle
mesurable sur E telles que f,, — f p-p.p. quand n — oo.

1. Montrer que pour tout k > 1 et pour toutr > 0 il existe n > 1 tel que

u(U {xGE:Ifj(x)—f(X)I > %}) <.

jzn

2. En déduire que pour tout ¢ > 0, il existe A € A de mesure u(A) < ¢ tel que f,, — f
uniformément sur E \ A.

3. Donner un contre-exemple a ce résultat sil’on suppose que u(E) = oo.

Exercice 4 (Tribu réciproque). Soit f : (E, A) — (R, B(R)) une application mesurable.
1. Montrer que A; = {f~*(B), B € B(R)} est une tribu. On l’appelle tribu engendrée par f.
2. Montrer que c’est la plus petite tribu sur E qui rende f mesurable.

3. Montrer que toute fonction g : E — (R, B(R)) mesurable pour Ay, s’écrit g = h o f avec
h:(R,B(R)) — (R, B(R)) mesurable.

INDICATION: commencer par le cas ol g est étagée.
4. (EXEMPLE.) Soit f : R — (R, B(R)) définie par f(x) = x*.

(a) Montrer que la tribu image-réciproque par f est A¢ :={A € B(R),A = —A}.

(b) Déterminer I’ensemble des fonctions mesurables de (R, A¢) dans (R, B(R)).

Exercice 5. Soient (E, A, 1) un espace mesuré avec pnon nulle et f : (E, A) — (R, B(R)) une
fonction mesurable. Montrer que pour tout ¢ > 0 il existe un ensemble A € A de mesure
i(A) > 0 tel que pour tous x,y € A,

(%) = fly)l <e.

Exercice 6. Soit C = C([0, 1], R) l'espace des fonctions continues sur [0, 1] a valeurs dans
(R, B(R)), muni de la topologie de la convergence uniforme. On note C; la tribu borélienne de
C et C; la plus petite tribu de C rendant les applications de “projection” f — f(x) mesurables
pour tout x. Comparer les tribus C; et Cs.



3-A préparer pour la prochaine fois

Exercice 7 (Mesure image).
Soient (E, A, n) un espace mesuré, (F,B) un espace mesurable et f : E — F une fonction
mesurable. On rappelle que 1’on définit sur (F, B) une mesure v appelée mesure image de n
par f par

v¢(B) =p(f'(B)), BeB.

Soit ¢ : F — R, une fonction mesurable. Montrer que

L (x)ve(dx) = J P(F(0) ).

E

4 — Compléments (hors TD)

Exercice 8 (Exemples et contre-exemples). Répondre aux questions suivantes, si la réponse
est positive donner une démonstration, si la réponse est négative donner un contre-exemple.
On munit R de la mesure de Lebesgue :

1. Un ouvert de R de mesure finie est-il borné ?
2. Un borélien de mesure strictement positive est-il d'intérieur non vide ?
3. Un ouvert dense de [0, 1] a-t-il une mesure 1 ?

4. Deux compacts homéomorphes ont-ils méme mesure ? L'un peut-il étre de mesure nulle
et ’autre de mesure positive ?

5. (%) Existe-t-il un borélien A de R tel que pour tout intervalle ouvert borné non vide I, on
ait les inégalités strictes 0 < A(ANI) <A(I)?

Exercice 9. Soit f : [0, 1] — R une fonction continue. Pour touty € R, on note N(y) € R le
nombre de solutions de 1'équation f(x) = y. Montrer que N est une fonction mesurable.

Exercice 10 (x). Soit f : (R, B(R) — (R, B(R) une fonction mesurable telle que f(x +y) =
f(x) + f(y) pour tout x,y € R. Montrer que f est linéaire.

ON POURRA ADMETTRE LE RESULTAT SUIVANT (théoréme de Lusin, prouvé ultérieurement):
si une fonction g : ([a,b], B([a,b]) = (R, B(R)) est mesurable, pour tout € > 0, il existe un
compact K. C [a, b] tel que p([a, b] N K¢) < € et la restriction de g a K est continue.

Fin



